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Ein Theorem iiber die Regelflichen

von

Axel Thue.

Auf zwei belicbigen — in den parallelen Ebenen A wund
B gezogenen — ebenen Kurven a und b bewegt sich eine Gerade,
die A und B respective in den Pumkten n und m schneidet.

Ist p ein Punkt auf nm, so beschaffen dass dpn = nm
und ferner q die Projektion von p auf der Ebene A, dann‘hdngt
das von dem Dreiecke pgn beschricbene Volumen mnur wvom den
Endstellungen der Geraden nm ab.

Um dieses Theorem zu beweisen werden wir zuerst annehmen,
dass die zwei Kurven @ und & zwei Geraden sind.

In dem gewdhnlichen Koordinatensysteme wihlen wir @ zur
Y Axe, A zur XY Ebene und die Senkrechte auf @ und b zur
Z Axe. Es sei k der Abstand und ¢ der Winkel zwischen @
und b. '

Bezeichnen wir ferner die wariablen Abstinde von % und m
bis zur Z Axe respektive mit « und B, so werden die Gleichungen
der Geraden nm:
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Der Inhalt I unseres Korpers wird also
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wo ¢; und a3 die Endstellungen der Geraden 2m angeben
Fiihren wir die Integration aus, so erhidlt man
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wo f; und B, die zu a; und @, gehorigen Werthe von 3 bezeichnen.

Der specielle Satz ist somit berwiesen. Interessant ist der
Fall, wo @, 8, = @, 8, aber damit wollen wir uns nicht be-
schaftigen.

Es sei jetzt vorausgesetzt, das unser Theorem richtig ist fiir

‘ die zwei Kurvenpaare PQ, ST und QFE, ST, welche beide in
. denselben zwei parallelen Ebenen 4 und B gezogen sind. Wir
wollen zeigen, dass der Satz auch richtig bleibt fiir das neue
Kurvenpaar PQR, ST, wo die erste Kurve PQR aus den zwei
Bogen PQ und QR zusammengesetzt ist. P, @, R, S, T sind
Punkte auf ihren respectiven Kurven.

Durch das Kurvenpaar PQR, ST und zwei beliebige Genera-
tricen PS und RT konstruiren wir zwei willkiihrliche Regelfldchen
Ly und L,. Wir wollen beweisen, dass die Volumina U; und U,
ihrer entsprechenden Korper einander gleich sind. Es sei @@ eine
Generatrice von L; und Q@ eine Generatrice von L, wo @
und @y zwei Punkte auf S7 sind.

Wir Konstruiren eine dritte Regelfliche Lg, die mit L; das
Stlick P@QSQ; und mit Ly das Stiick RQT'Q, gemein hat.

Wenn nun Lj die Kegelfliche @, QQ, mit der Spitze @ auch
enthdlt, so sieht man leicht dass.
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wo U, das zu L, gehorige Volumen bedeutet.



Durch diese Betrachtung, die sehr verallgemeinert werden*kann,
ist also unsere allgemeine Behauptung bewiesen,
Wir konnen diese auch ganz direct erledigen.

Es seien Yy = ¢ (), Gi—
die Gleichungen der Kurve @ und
(i ol =l

die Gleichungen der Kurve b.
Die Gleichungen der Geraden um werden dann:
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wenn « und 3 respektive die Abstinde von den Punkten % und m e

bis zur YZ Ebene bedeuten.
Weiter hat man
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Setzen wir X — 0= U
so bekommt man fiir das gesuchte Volumen

4y ¢ (3-a) ok 7 .
([w—ﬂ ¢ +o-fldat((p-a)g'+¢-¢ldB , (gso-s;'\)\fl'q@)u)d?,
(@— P wh? T @h)
f/.,l o
A
=@2kflp—¢+ @@= ¢lda+ [p— ¢+ (@— B ¢]ds

251

Man sieht gleich, dass die zu integrirende Grosse ein voll-
stdandiges Differential ist.
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Das Volumen wird gleich
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und hangt nur von den Endstellungen der Geraden nm ab.

Das gefundene Resultat ldszt sich auch weiter ausdehnen,
aber die Erweiterung hat weniger Interesse. Das Theorem scheint
indessen ziemlich isolirt zu stehen.
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