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Forord

Det finns manga verktyg inom naturvetenskap och ingenjorsvetenskap. Vi har
idag ldrt oss att forlita oss mer och mer pa datorer och deras simuleringsférmaga.
Detta har dock gjort att man far en brute-force instéllning till problem och
problemlosning, vilket gor att man hellre forlitar sig pa detta én att hitta enklare
losningar. Néar man stélls infér ett komplext problem &r det ldtt att soka efter
en mer eller mindre bra datorbaserad modell, eller i fallet med experiment bérja
samla en stor mingd miétdata.

Det finns dock metoder for att underlitta losandet av komplexa problem
och en av dom #r dimensionsanalys. Sjidlva metoden har utvecklats under flera
hundra ar men fick sin moderna form forst i borjan av 1900-talet, da det teo-
retiska grundlaget las och bevisades. Hér fick man ett kraftfullt verktyg som
underlittade studiet av komplexa system. Dimensionsanalysen blev med detta
ett verktyg som ingick i undervisningen vid ménga universitet runt om i viirden.
Dock har detta forindrats och dimensionsanalysen har férsvunnit eller minskat
i betydelse trots sin anvindbarhet. Detta kompendium #r ett forsok att visa pa
att dimensionsanalys &r nyttigt och erbjuder en vig till att arbeta och tidnka
mer effektivt. Jag har forsokt att halla pa formalismen for att visa att dimen-
sionsanalysen vilar pa en solid matematisk grund, samtidigt som den stéller en
del mycket fundamentala fragor om den fysiska verkligheten. Detta gor att delar
av kompendiet dr mycket tungt att ldisa, men da kan det vara bra att samtidigt
som man lidser om det formella samtidigt tittar pa de mer praktiska exemplen.
Det som &r viktigt #r att dimensionsanalys fungerar och kanske inte i forsta
hand varfor den fungerar.

Jonas Persson
Trondheim, April 2014

En uppdateringen har gjorts dér ett antal tryckfel och mindre lyckade for-
muleringar har korrigerats.

Jonas Persson
Trondheim, September 2016






Kapitel 1

Introduktion

Dimensionsanalys erbjuder en metod for att reducera ett komplext problem
till den enklaste mojliga form innan man hittar en kvantitativ 16sning. P.W.
Bridgman formulerar detta i sin bok om dimensionsanalys [1]:

The principal use of dimensional analysis is to deduce from a
study of the dimensions of the variables in any physical system cer-
tain limitations on the form of any possible relationship between
those variables. The method is of great generality and mathematical
simplicity.

Den grundlidggande principen bakom dimensionsanalysen &r likhet, en gemen-
sam nidmnare. Den gemensamma ndmnare som avses i fysiska system #r grundléig-
gande fysikaliska storheter. Vi har ett begriinsat antal av dessa storheter, nagot
som vi anvéinder i SI-systemet, dér vi har sju grundenheter.

Storhet Namn Symbol
Léngd meter m
Massa kilogram | kg

Tid sekund S
Elektrisk strom ampere A
Termodynamisk temperatur | kelvin K
Ljusstyrka candela | cd
Materieméngd mol mol

Tabell 1.1: ST systemets grundenheter

Med kunskap om dessa och principerna for dimensionsanalys ér det mojligt
att 1osa problem som till synes ser ut att vara olésbara.

Idén bakom dimensionsanalys hittar vi delvis i Fouriers arbeten under de
forsta artiondena av 1800-talet. Men det var forst under slutet av 1800-talet
som man borjade med en mer metodisk behandling, bland annat i arbeten av
Lord Rayleigh, Reynolds, Maxwell, Carvallo osv. Med Buckinghams II-teorem
1914 [2], var principerna pa plats. Efter detta har dimensionsanalysen fatt app-
likationer inom manga olika omraden: aerodynamik, hydralik, mekanik, kemiska



reaktioner och si vidare. En stor del av framgéngen ligger i att resultaten bekrif-
tats av experiment.

Tillampningarna och succén gor att dimensionsanalysen har starkt stod, men
det finns en debatt om metodens teoretiska och filosofiska grundval. Matem-
atiker finner oftast en brist i den grundliggande formalismen medan fysiker och
ingenjorer kan ha problem med den fysiska verkligheten bakom analysen. Tit-
tar man nirmare pa de filosofiska grundvalarna s ser man att de #r ganska
djupa och nagot som manga fysiker och ingenjorer har foérlorat kontakt med
da dom faller tillbaka pa sjdlva naturen hos de egenskaper hos naturen som vi
konstruerar for att beskriva den fysiska viirden och forklara hur den fungerar
med kvantitativa termer.

Nu ér inte malet med denna skrift att ga in en djupare filosofisk diskussion
om naturens egenskaper utan att visa pa nyttan och anvindbarheten i dimen-
sionsanalys. Dock &r det viktigt att skaffa sig en formell grund vilket vi startar
med i kapitel 2.



Kapitel 2

Fysiska egenskaper och
storheter

2.1 Fysiska egenskaper

Vetenskap borjar med observationer och en s precis beskrivning av héindelser
och objekt som mojligt. Det dr just i denna beskrivning av objekt och hiin-
delser som kirnan i dimensionsanalysen ligger. Men samtidigt dr det omgjligt
att beskriva nagot i absoluta termer, all beskrivning som vi gor sker i relation
till nagonting.

Nar vi till exempel séiger att nadgonting &r ett trid, sa betyder det att vi
har ett antal egenskaper som vi kommit 6verens om, som beskriver en familj
av objekt som vi kallar trdd. Vi kdnner igen ett tridd nér vi ser det, men att
beskriva det #r en komplex process. I vetenskapen forsoker vi att bryta ner den
beskrivande processen till sa enkla termer som mojligt. Vi beskriver ett objekt
utifran sd enkla termer som mojligt, sdsom lingd, massa, firg, form, fart och
tid. Men ingen av dessa termer kan definieras i absoluta termer, bara i relation
till nagonting. Ett objekt har en lingd som méts relativt en meterstav, massan
med massan hos ett bestdmt objekt (kg-vikt) eller formen av en sfir. Dessa
referenser kan goras mer precisa men #r i grunden inget annat #n en jamforelse
med négot som vi bestimt skall anvindas for jamforelser. Det enda vi kan gora
ar att jamfora ett objekt med ett annat.

En fysisk egenskap &r ett begrepp som #r baserat pa erfarenhet och som
har formaliserats s& att det dr mojligt att jamfora tva objekt sa att man kan
siga om dom &r lika eller olika. Detta sker genom en jimforelse-operation!,
med resultaten; lika (A = B) eller olika (A # B). (Fet stil anviinds for fysiska
egenskaper) Denna operation som #r en fysisk process, dr det som definierar
egenskapen. Detta gor att bara egenskaper som ér lika kan jamforas. Till exempel
ar det meningslost att jamfora en viss lingd med en massa.

IMed en operation menar jag en process som ger egenskaperna hos ett objekt eller system.
Detta #r samma som man anvénder i bland annat kvantmekaniken didr man har en matem-
atisk beskrivning av ett system i form av en vagfunktion och fér att fa information om det
systemet s& utfor man en matematisk operation och far ut ett egenviirde for den egenskap som
operationen handlar om. Denna operation kan motsvara en métning av exempelvis positionen,
dédr vi matematiskt sett applicerar positions-operatorn pa vagfunktionen och far ut positionen
som en egenskap for vagfunktionen.



Om vi enbart definierar egenskapen utifran jimforelse-operationen, sa kan
vi se om tva objekt #r lika eller olika, men har ingen mojlighet att se om det
betyder att en ir storre eller mindre én den andra. Hér kan vi ta form och fiirg
som exempel. Vi kan jamfora tva objekt och se om dom har samma form eller
samma firg. Men att fraga om vilket objekt som &r mer runt eller mer gront én
det andra #r meningslost. Egenskaper som form och firg ér anvindbara nér det
giller att beskriva saker, men de kan inte anviindas i en kvantitativ analys, som
baseras pa relativa storheter.

2.2 Fysikaliska storheter och basstorheter

Vetenskap startar med observationer och beskrivningar, men malet dr att fran
dessa observationer skapa “lagar” som beskriver det vi ser i den fysiska virlden
pé ett s& enkelt och generellt sidtt som mojligt. Att det matematiska spraket
dr idealt for detta dr ingen slump, utan foljer som en konsekvens av de be-
grinsningar vi ger dom fysiska egenskaperna som vi tillater i en kvantitativ
analys. Dom egenskaper som vi anviinder i den kvantitativa analysen kallas for
fysiska storheter. Man talar om tva typer av fysiska storheter; basstorheter och
hérledda storheter. Basstorheterna, som enbart definieras i fysiska termer, bildar
ett fullstdndigt set av storheter som fungerar som basen for ett 6ppet system
av hirledda storheter, som kan introduceras efter behov. Tillsammans kommer
basstorheterna och de hirledda storheterna att bilda basen for att beskriva och
analysera den fysiska virlden i kvantitativa termer.

For att kunna anvinda basstorheterna i en kvantitativ analys behover vi
anvinda ytterligare en operation i tilldgg till jamforelseoperationen. De kvan-
titativa kraven gor att vi kan skapa en additionsoperation som ger en summa
av storheten (egenskapen) C = A + B. Genom att &ven jimforelse-operationen
giller har C samma egenskap som A och B. Med andra ord, for att ha en
kvantitativ fysisk storhet maste den kunna klara en jimférelseoperation och en
additionsoperation. Hir dr det viktigt att observera att jimforelseoperationen
och additionsoperationen innebér en fysisk manipulation av objekt eller hén-
delse. Som att méita en stricka med en linjal eller ligga till ett objekt pa ett
annat for att fa en storre lingd eller massa.

Vi har talat om jimforelseoperationen och additionsoperationen som fysiska
operationer, men vi vill att dom skall likna motsvarande matematiska opera-
tioner for rena tal. For att detta skall vara mojligt maste dom ha vissa egen-
skaper:

1. Jamforelseoperatorn méste uppfylla identitetslagen. (om A = B och B = C
medfor det A = C)

2. Additionsoperation méaste vara kommutativ ( A + B = B + A), associativ
[A+ (B + C)=(A + B) +C] och unik (om A 4+ B = C, finns inget finit
Dsaatt A+B+D=C)

Tillsammans kommer da operationerna att definiera, i rena fysikaliska ter-
mer:

1. Konceptet av storre och mindre for lika egenskaper (om det finns ett finit
B sédatt A+ B = C, sa giller C > A)
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La=Lg Latlg=Lc

Figur 2.1: Jamforelse och additionsoperation med lingder.

2. Subtraktion av lika egenskaper (om A 4+ B = C, sa giiller A = C — B)

3. Multiplikation av en fysisk storhet med ett tal (om B =A + A + A s
gilller B = 3A)

4. Division av en fysisk storhet med ett tal (om B = A + A 4+ A si giller
A =B/3)

Vi har alltsa forutom jamforelse och addition, dven subtraktion, multip-
likation och division med tal. Dessa #r fysiska operationer som har en direkt
koppling till fysiska objekt och héindelser, samtidigt som dom uppfyller samma
regler som motsvarande matematiska operationer for rena tal.

Vi har nu fatt en logisk och formell grund att bygga vidare pa. Med det-
ta har vi gatt bortom den enkla beskrivningen och har ett kvalitativt sétt att
arbeta med matematiken som sprak. Det ér viktigt att notera att andra matem-
atiska operationer #n dom som listats ovan inte dr definierade i fysiska termer.
Ingen definierande funktion existerar som kan bilda en konkret storhet som rep-
resenterar exempelvis, produkten av en massa och en tid. Det samma giller
for exponenter, logaritmer, trigonometriska funktioner och s& vidare. Dessa ér
definierade for rena tal och har ingen fysisk motsvarighet i operationer som
handlar om reella fysiska basstorheter. Observera att detta giller en jaimforelse,
vi skapar en ny fysisk storhet men da ror det sig om en fysisk operation i férsta
hand.

Figur 2.1 och figur 2.2 visar jimforelse och additionsoperationer med lingd
och areal. Det ser enkelt ut men dr egentligen en noggrant formulerad procedur
med koncepter som kan vara ganska komplexa.

Maéanga kan bli forvanade att se areal som en mojlig basstorhet, d& man
vanligen inte anvénder areal som en av basstorheterna. I detta fall har jag tagit
med den for att visa att valet av basstorheter kan goras pa olika sitt. Det som
ar viktigt dr att dom valda basstorheterna kan bilda ett fullstéindigt set och da
spelar det inte négon roll vilka man viljer. Av praktiska skil, som vi kommer
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An=Ag AptAg=Ac

Figur 2.2: Jamforelse och additionsoperation med arealer.

till, s& behover man ytterligare nagra egenskaper for val av basstorheter, till
exempel nér det géller reproducerbarhet och precision (se kapitel 3.).

Vi kan redan hér notera att tid &r ett problematisk begrepp och fysisk
storhet. Begreppet tid dr nagot som vi har djup inrotat i oss som biologiska
varelser. Men tid dr inte en “sak” utan nagot som karakteriserar en héndelse.
Det vi maste gora ér att ha en pragmatisk hallning till tid och se det som om det
dr definierat i termer av jimforelse och additionsoperationer med nagon form
av idealiserade klockor. Vad tid “dr” maste vi limna da det inte &r relevant for
oss i detta fall.

Vi har noterat att form och firg ér acceptabel fysiska storheter, men dessa
kan inte vara basstorheter for dom saknar en acceptabel additions operation.
Form &r uppenbart diskvalificerad, men fiarg? Vi vet att firg i ljus kan adderas
enligt vil definierade regler, som nér rott ljus adderas pa gront for att ge gult.
Men, svaret ér nej! Bla dr bla och additions operation bla + bla ger bla. Ad-
ditionsoperationen ger nA = A (for alla n (3 0)) for vilken firg som du &n
viljer. Detta dr inte mojligt for en basstorhet. Vi har regler fér hur man adderar
lingder men inte hur man adderar hur firger upplevs.

2.3 Enheter och numeriska virden

Med de tva operationerna ér det mojligt att skapa en kvantitativ jimforelse
eller métning. Det man gor &dr att man definierar en enhet som fungerar som
referens. Denna enhet kan viiljas godtyckligt. Det handlar om att identifiera och
replikera enheten genom att anviinda jémforelse och additionsoperationerna. I
grunden handler det om att jimfora och addera enheter eller delar av enheter
tills summan motsvarar den egenskap som mits. Antalet hela och delar av en-
heter ger da det numeriska vdirdet av egenskapen som méts. Om vi har valt a
som enheten for storheten A, och sjélva métningen ger det numeriska viirdet A,
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far vi:

A =Aa (2.1)

Notera att métningsprocessen ér en fysisk process, dven om vi anviinder
operatorerna. Den enda matematiska processen bestar i att rikna antalet delar
som kopplas till enheten.

Har kommer det numeriska virdet att vara beroende pa den enhet som man
har valt. Det betyder att det numeriska viirdet &r meningslost utan enheten, da
det inte betyder nagot ur en fysisk synvinkel. Samtidigt #r det viktigt att notera
att valet av enhet, som &r fritt, gor att man kan ha flera beskrivningar av samma
egenskap beroende pé enheten som valts. Vi kan alltsa uttrycka storheten med
flera olika enheter sa att:

A=Aa=Aa (2.2)

Till exempel om man miter sin lingd i cm eller tum. Om enheten a’ dr n
ganger storre én a,

a' =na (2.3)
foljer att.

A =n"tA (2.4)

Det vill sidga att om basstorhetens enhet dndras med en faktor n, sa éndras
det numeriska virdet med n=!.

Genom konventioner sa méts alla basstorheter i termer av samma enheter
(laingd i meter, tid i sekunder och sa vidare). Notera att férhallandet mellan nu-
meriska virden av en storhet dr oberoende av enheterna och alltid den samma.
Detta géller #ven basstorheter av samma typ som adderas fysiskt (A + B = C),
hir kommer de numeriska virdena att uppfylla samma form av ekvation (A 4+
B = (), oberoende av enheten. Med andra ord den numeriska ekvationen imit-
erar den fysiska, och formen &r oberoende av enheternas storlek.

2.4 Harledda storheter, dimensioner och dimen-
sionslésa samband

Nér vi skall beskriva ett fysiskt objekt eller hindelse kvantitativt, sa anvinder
vi oss av numeriska virden av basstorheter. Dessa virden kan sedan séttas in i
formler och ge viirden pa ytterligare storheter. Vi kan exempelvis bestéimma den
forflyttning (s) som ett objekt gor under en tid (¢) och ut fran detta bestimma
dess hastighet (V = s/t); eller om vi miter objektets massa (m) och hastighet
(V) , kan vi bestéimma objektets kinetiska energi (Er = mV?/2). Dessa ér da
s& kallade hirledda storheter av forsta graden.

Basstorheterna har ett tydlig fysiskt ursprung, vilket ger att forhallandet
mellan tva virden i basstorheten #r konstant om enheten for basen #ndras,
ett godtyckligt val kan inte péaverka ett relativt fysiskt férhallande. Bridgman
[1] postulerade att detta ér en egenskap hos alla fysiska storheter. Bridgmans
princip om signifikansen av den absoluta relativa férhallandet:
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A number Q obtained by inserting the numerical values of base
quantities into a formula is a physical quantity if the ratio of any
two samples of it remains constant when base unit sizes are changed.

Bridgman férdjupade detta genom att visa att en monom funktion uppfyller
denna princip endast om den har en exponent form.

Q = aA*BbCe. .. (2.5)

Dir A, B, C, etc. dr numeriska virden for basstorheterna och koefficienten
« och exponenterna a,b,c, etc ér reella tal vars virden skiljer de olika héirledda
storheterna fran varandra. Alla monoma hirledda storheter har denna form,
inga andra representerar en fysisk storhet.

En hirledd storhet av andra graden é#r definierad i termer av numeriska
virden som beror pa valet av basenhet. En hérledd storhet behover inte rep-
resentera nagot fysiskt sa som en basstorhet maste. Hiar kan vi ta roten ur tid
som ett exempel. Det ér en hérledd storhet d&a den uppfyller villkoren, men vi
kan inte peka pa nagot som &dr roten ur tid.

For att undvika att tala om enheter for storheter som kan sakna fysisk
signifikans, men vars viirden beror pa val av basenhet, introducerar vi dimensions
begreppet. Hér talar vi da om att varje basstorhet per definition har en egen
dimension. Om A #r det numeriska viirdet for en ldngd, séiger vi att den har
dimensionen for langd. Konventionen dr att skriva dimensionen via hakparentes
[A]=L, dimensionen av A #r lingd. L anvénder vi for att illustrera dimensionen
lingd. Med detta vill vi egentligen séiga att om lingdenheten tkar med en faktor
n s minskar det numeriska med en faktor n 1.

Dimensionen f6r en hirledd storhet ger samma information som basstorheter
i generaliserad form. Vi tittar pa en hérledd storhet definierad som:

Q=all'l . M™M= .. TITE .. (2.6)

dér L; &r numeriska virden pa olika ldngder, M, &r numeriska virden pa
olika massor, T; dr numeriska virden pa olika tider, samt koefficienten o och
exponenterna #r reella tal.

Om lingdenheten minskar med en faktor mp, massenheten med en faktor
nproch tidsenheten med en faktor ny, foljer det att det numeriska virdet pa @
dndras till:

Q' =n"'Q (2.7)

dar

n = (ne)™" (nar) ™™ (n)™" (2.8)

Detta medfor att @@ transformeras pa samma séitt som det numeriska virdet
av basstorheterna med en enhet vars storlek #r proportionell mot L¥ M= T>7i
dér L,M och T representerar storleken pa enheterna for lingd, massa och tid. I
analogi med dimensionerna fér basstorheterna kan vi séiga att dimensionen for
den hirledda storheten @ ér:

14



[Q] = (L)™" (M)™™ (T)*" (2.9)

Oavsett om detta appliceras pa en basstorhet eller hirledd storhet, dr di-
mensionen en formelméssig indikation pa hur storhetens numeriska viirde trans-
formeras niir basenheterna #ndras. En hérledd storhets dimension bestims av
sin definition. For att fa fram resultatet av 2.9 for en hérledd storhet definierad
som i 2.6, ersétter vi bara varje storhet i ekvationen med dess dimension och tar
bort koefficienten for att fa 2.9 genom forenklingar. Till exempel blir dimensio-
nen for den kinetiska energin (Ex = mV?/2), [Ex] = M(L/T)?> = ML*T2.

Hér maste man vara lite forsiktig, for dimensionen ér inte en inbyggd egen-
skap hos ett fysisk objekt, utan beror pa valet av basstorheter.

Konventionen dr att man specificerar en hérledd storhet genom sitt nu-
meriska virde foljt av basenheterna med vilka dess viirde baseras, enheterna
da ordnade i en form som visar storhetens dimension. Tittar vi pa uttrycket:
Q=0,37 kg s'/2 talar det om for oss att Q &r en storhet med dimensionen MT'/2
och har storleken 0,37 om massan méts i kilogram och tiden i sekunder. Man kan
uttrycka detta (lite slarvigt) som att storheten Q “miits i enheter om kg s'/2”
som implicerar bade dimensionen och basenheterna som anviéinds. Till vardags
anvinds enhet och dimension ofta synonymt, men detta #r inte helt korrekt.

Sammanfattningsvis kan vi séiga foljande om hiirledda storheter:

1. Dimensionen for en hiirledd storhet dr produkten av de olika exponenterna
i basstorhetens dimensioner.

2. Summan av hirledda storheter med samma dimension ér en hiirledd storhet
med samma dimension. Produkter och forhallanden av héirledda storheter
ar ocksa hérledda storheter, med dimensionerna skiljer sig oftast fran dom
ursprungliga storheterna.

3. Alla hirledda storheter med samma dimension &ndrar sina virden med
samma faktor om basenheterna dndras.

4. En hérledd storhet ér dimensionslos om dess virde dr invariant néir baserna
dndras. Dimensionen séigs vara 1 vilken #r den faktor den #ndras med nér
basenheterna éndras.

5. Speciella funktioner (logaritmer, exponenter och trigonometriska funktion-
er) som verkar pa en hirledd storhet med dimension, ger generellt sett inte
nagon hirledd storhet, da en férindring i basenheten inte transformeras
med en enkel faktor. Det dr bara néir argumenten i funktionerna dr dimen-
sionslosa som virdena hos funktionerna dr invarianta under en foréndring
av basenheterna. Det &r saledes enbart dimensionslésa argument som ger
hérledda storheter med dimensionen 1. Med andra ord méaste argumenten
vara dimensionslosa.

2.5 Fysiska ekvationer, dimensionshomogenitet
och fysikaliska konstanter

Nér vi genomfor en kvantitativ analys av fysiska hiindelser och objekt &#r maélet
att hitta ett matematiskt forhallande mellan de numeriska virdena for de fysiska
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storheter som beskriver hindelsen eller objektet. Vi &r dock inte intresserade i
vilket forhallande som helst. Vetenskap handlar om att beskriva en storhet och
dess beroende av ett set av andra storheter, med fysiska ekvationer. Naturen i sig
bryr sig inte om vilka enheter vi anviinder. Detta gor att vi enbart ér intresserade
av numeriska forhallanden som &r oberoende av valet av basenheter.

Detta medfor en inskréinkning i formen hos dom fysiska ekvationerna. Om
vi antar att det numeriska virdet Qo fér en storhet i en fysisk hindelse, som
bestédms av de numeriska virderna @1 ...Q, for ett set av andra storheter, &r:

Qo=1Ff (Ql,QQ cee Qn) (210)

Bridgman’s princip siger da att forhallanden som visas i 2.10 endast kan
vara fysiskt relevanta om Qg och f #ndras med samma faktor om basenheterna
dndras. Med andra ord betyder detta att en fysisk ekvation mdste vara dimen-
sionshomogen. Detta innebér att:

1. Bada sidor av ekvationen méaste ha samma dimensioner.

2. Om en summa finns inom f maéaste alla termer i summa ha samma dimen-
sioner.

3. Alla argument i exponentiella, logaritmiska och trigonometriska funktioner
inom f maste vara dimensionslosa.

I praktiken innebér det att i en fysisk ekvation representerad av:

A=Be ¢ — % + Fcos <[er) (2.11)

maste C och (£) vara dimensionslosa, Dioch Dy ha samma dimension och
A, B,% och F' ha samma dimension.

En mycket viktig konsekvens av dimensionshomogeniteten #r att formen pa
de fysiska ekvationerna &r oberoende av storleken pa basenheterna. Varje ko-
rrekt fysisk ekvation, det vill sdga en ekvation som uttrycker ett signifikant
fysiskt forhallande mellan numeriska viirden pa fysiska storheter, maste vara
dimensionshomogen. En anpassad formel hirledd fran korrekt anpassade em-
piriska data kan se ut att vara dimensionsinhomogen, da det ser ut som om den
bara fungerar i ett specifikt basenhetssystem. Sadana formler kan da skrivas om
i en generell homogenform. Bridgman [1] har en procedyr for detta:

1. Ersatt alla numeriska koeflicienter i ekvationen med okinda konstanter
med dimensioner.

2. Bestdm dimensionerna i dessa konstanter genom att kréva att ekvationen
skall vara dimensionshomogen.

3. Bestim de numeriska viirdena fér konstanterna genom att tillpassa dom
till koefficienterna i den ursprungliga ekvationen nér enheterna ér lika.
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Dom grundlidggande fysiska ekvationerna kan innehélla olika fundamentala
konstanter som har fasta virden nér ett enhetssystem har valts. Dessa ér bland
annat Ljusfarten i vakuum, ¢, Gravitationskonstanten, G, Planck’s konstant h
och ménga andra. Observera att de numeriska viirderna fér fundamentalkon-
stanterna kommer att dndras nir vi dndrar enhetssystem. Exempelvis om vi
anvéinder cm i stéllet for meter.

2.6 Hairledda storheter

Valet av basstorheter dr inte unikt utan beror pa ett aktivt val. Detta medfor
att uppdelningen i basstorheter och hérledda storheter inte dr unik. Det finns
generella lagar som kopplar samman storheter i specifika relationer, och dessa
lagar kan anviindas for att transformera hirledda storheter till basstorheter
och vice-versa. Dessa transformationer dr anviindbara d& dom reducerar antalet
enheter som maste viljas och forenklar formen pa dom fysiska lagarna.

Vi har ndmnt area som ett mojligt exempel pa en basstorhet med dimen-
sionen [A]. Den uppfyller alla kraven genom sin uppséttning av jimforelse och
additions operationer, och den kan méitas i en fritt vald enhet. Anvéinder vi detta
kommer vi att finna att vi kan fa fram det numeriska virdet for en areal genom
dess linjéra dimensioner:

A= c/dxdy (2.12)

dér integrationen sker 6ver arean och ¢ dr en konstant med en dimension,
vars storlek beror pa basenheten for area. Dimensionshomogeniteten ger att ¢
(= %) har dimensionen [AL~2]. Det som kan se ut som en fysisk lag ir
inte det, utan det dr vi sjélva som skapat den via vara egna definitionen. Men,
det dr mojligt att forenkla 2.12 om vi véljer att definiera area-enheten i termer
av kvadrater med sidorna en lingdenhet. Detta betyder att ¢ kan séttas till 1
(ett) i detta fall. Area har genom detta blivit en hirledd storhet som definieras
i termer av operationer med lingd. Detta betyder dock inte att area ér, i fysisk
forstand, lingd i kvadrat, nagot som vi inte har nagot fysiskt begrepp om. Men
det innebdr att area har dimensionen [L?] s det numeriska virdet for en area
kommer att #indras med en faktor n~2 nir storleken pa lingdenheten #ndras
med en faktor n.

Genom att transformera area fran en basstorhet till en hirledd storhet, har
vi uppnéatt tva forenklingar; lingdenheten bestdmmer automatiskt areaenheten,
och konstanten kan erséttas med 1 (ett). Men det &r inte ett absolut krav att
konstanten skall vara 1 (ett) for denna transformationen. Man skulle kunna vilja
att definiera areaenheten for en cirkel med diametern en lingdenhet, vilket da
ger att arean bestdms av:

A= é/da:dy (2.13)
T

istédllet for 2.12. Detta dr kanske inte s& bekvimt men fullt acceptabelt.
Men for enkelhet skull viiljer man konstanter for att underlitta berdkningar och
forbéttra formen pa de fysiska lagarna. Man hade till exempel kunnat definierat

den kinetiska energin som Ej, = mv? istillet for B, = mT”z, men d& hade vi fatt
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skriva den totala energin som Fyox = Ej/2 + E,, i stéillet for By = By + Ep 2,
Vi finner motsvarande exempel i Gauss och Amperes lagar i integral form nér
vi anvinder oss av cgs-enheter, ddr en faktor 47 dyker upp for att eliminera
numeriska faktorer i differentialformen.

Ett mer intressant exempel #r kraft. Det dr mojligt att vilja kraft som en
basstorhet med en valfri specificerad enhet. Newtons andra lag specificerar att
om ett objekt med massan m utséitts for en total kraft F' under icke-relativistiska
forhallanden, kommer den att accelerera i den totala kraftens riktning med
accelerationen a = ‘227;” som #r relaterad till kraften och massan genom:

F =cma (2.14)

diir ¢ dr en universalkonstant med dimensionen [FT2M ~1L~1] om kraft, tid,
massa och lingd har valts som basstorheter. Detta dr en generell fysisk lag som
uttrycker en relation mellan numeriska virden for tre olika fysiska storheter som
dr inblandade i dynamiken hos ett objekt; kraft, massa och acceleration. Vi kan
genom att vilja enheten for kraft sa att den &r lika med en enhet massa ganger
en enhet for acceleration. Om vi gor detta kommer konstanten att bli ett och vi
far da Newtons andra lag i den form vi kiinner den bést:

F=ma (2.15)

diir kraft har dimensionen [M LT ~2]. Ekvationen siger inte att kraft, i fysisk
mening, d&r massa ganger acceleration. Produkten av massa ganger en accelera-
tion #r inte definierad i fysiska termer, och i tilligg kan en kraft existera utan
nagon massa eller acceleration. Ekvation 2.15 ger inte ett recept for att bestdm-
ma kraften i alla mojliga fall genom att méta basstorheter. Vi har istéillet gett
kraft den karraktiren av en hirledd storhet genom att definiera kraftens enhet
i termer av enheterna for massa, lingd och tid. Storheter som kan éverforas till
hérledda storheter genom att vilja en enhet som motiveras av en generell fysisk
lag kallas hiirledda storheter av forsta graden. Kraft ér ett exempel, men &ven
elektrisk laddning behandlas pa samma sétt i SI systemet.

2.7 Enhetssystem

Vi har hittills endast tittat pa storheter och enheter i allménna ordalag. Men
nu skall vi borja titta pa de enheter som vi har valt. Vi kommer da att prata
om enhetssystem. Hér dr det viktigt att definiera ett enhetssystem:

Ett enhetssystem omfattar

1. en fullstéindig uppsédttning av basstorheter med deras jimforelse och ad-
ditions operationer.

2. basenheterna, och

2Har dr det konventionen som bestimt detta. Dock #r det s& att med Virialteoremet hade
den forsta definitionen av den kinetiska energin att foredra.
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3. alla relevanta hérledda storheter, uttryckta i termer av sina definitioner
(ex. v = %), om de dr av andra graden eller i form av de fysiska lagar
som definierar deras enhet (ex. F' = ma som definierar enheten for kraft)
om de #r av forsta graden.

Uppséttningen av hirledda storheter dr 6ppen, det vill sdga att nya storheter
kan introduceras efter behov.

Det #r viktigt att observera, som nédmnts tidigare, att valet av basstorheter
och ddrmed basenheter kan géras pa manga olika sdtt. Det finns egentligen
ingen uppsiittning av basenheter (basstorheter) som foljer av naturens lagar,
utan det handlar om att vilja den uppséttning som passar behoven bést (eller
som fungerar bra). Aven om naturens lagar inte visar vilken uppsittning som &r
bést, bor vi anvinda naturen eller rittare sagt nagot i naturen som &r relativt
enkelt att méta, men framfor allt maste basenheterna baseras pa nagonting som
kan reproduceras med hog precision. Problemet vi d& far dr att alla métningar vi
gor dr relativa, vi har ingenting absolut att relatera dom till, intill vi bestimmer
ett visst virde for nagonting. I tillligg maste vi ta hidnsyn till dom definitioner av
enheter som gjorts tidigare for att undvika stora féréindringar i enheterna. Hér
dr overgangen fran den gamla typen av definition for sekund till mer moderna
definitioner ett exempel. Det &r dven viirt att notera att man vill ha en referens
som inte dndrar sig over tid. Detta gor att alla materiella standarder inte &r
optimala d& dom kan oxidera eller eroderas. Malet blir da att hitta referenser i
naturen, det vi kallar universalkonstanter som inte varierar éver tid®.

3Det finns en del forskning som indikerar att vissa av fundamentalkonstanterna varierar
med tid. Men detta &r en kiilla for diskussion och inte bekréftat.

19



20



Kapitel 3

SI-systemet

Internationella méattenhetssystemet, SI eller SI-systemet, fran franskans “Sys-
téme International d’Unités”, dr en internationell standard for méattenheter och
prefix, och det system som anviinds mest idag. Det dr bara tre linder som inte
anvinder Sl-systemet idag, USA, Liberia och Myanmar (Burma). SI-systemet
har en ganska lang historia innan det antog sin nuvarande form och fortsétter
att utvecklas hela tiden. Jag skall ge en 6versikt av den historiska utvecklingen
och visa pa status idag och vad som kan ske i framtiden. Delar av historien kan
hittas i [3] och [4].

3.1 Historien om SI-systemet

Sedan antiken har det funnit en méngd olika matt system, speciellt nir det
giller langd och massa. Hir kan man hitta en del kiinda namn pa lingdenheter
som stadion och fot, en fot var lingden av just en fot (men vems?) och en sta-
dion skulle vara 400 fot. Detta gor att man hittar ett antal olika léingder pa en
stadion nér man jamfor med moderna méatt. Eratosthenes anger en stadion till
ett modern viirde pa 157 m, medan en olympisk stadion dr 176 m, en italiensk
(Attica) stadion 185 m, en babylonisk stadion 196 m och en egyptisk stadion
209 m. En annan enhet som anviindes var en aln, med den ursprungliga bety-
delsen “armen fran armbagen till spetsen av langfingret”. Denna fanns &ven i
romarriket under namnet ulna (det latinska namnet for armbagsbenet). Aven
denna varierade mellan olika linder och olika tider. Detta gjorde att man fann
att det var nodvindigt att ha nagon form av systematik internationellt och inte
bara nationellt. Detta borjade blir viktigare och viktigare under den industriella
revolutionen och tkade i betydelse nir tillverkningen bérjade bli mer organis-
erad. Ndar man tillverkade ett objekt fran grunden och med en hantverkare var
detta inte sa viktigt men ndr man borjade tillverka standardiserade delar som
sattes ihop ér detta essenssiellt.

Den idéméssiga grunden for det som skulle bli SI-systemet hittar vi under
1500-talet nér Simon Stevin publicerade en pamflett dér han argumenterar for
ett decimal system, och att mattenheter och mynt bor indelas med ett decimal
system. Aven om detta inte kan framsta som revolutionerande idag, sa var detta
ett stort steg. Det var forst 1202 som den forsta europeiska boken som anviinde
sig av hinduiska (arabiska) siffror publiserades av Fibbonacci, innan dess (men

21



dven senare) anvindes romerska siffror. Nista stora steg tog under 1600-talet
nér sekreteraren i Royal Society, John Wilkins, fick i uppdrag att skapa en uni-
versell métstandard (“universal standard of measure”). 1668 hade han en bok
fardig “An Essay towards a Real Character and a Philosophical Language”.
Fyra sidor handlar om fysiska métningar, déir han foreslar det han kallade “uni-
versal measure” som hiérleds fran naturen i ett decimalt enhetssystem. Han
overvigde jordens median, atmosfirstrycket och pendeln som mojliga kéllor till
ett universalmatt. Pa grund av variationer i atmosfirstrycket och svarigheten
att miita jordens meridian, framstod pendeln som det bista alternativet. Han
foreslog att lingden av en “sekund pendel” skulle vara lingdstandarden. Vidare
att volymen skulle vara kuben av standard lingden och massan av en standard
volym regnvatten. Med lingden av “sekund-pendeln” (ca. 993 mm) ser vi att
detta i princip dr det system som kom att bli det franska revolutionira systemet,
och senare metersystemet. Att vi har den definitionen vi har av sekunden idag,
har sitt ursprung bade i det gamla Egypten och Babylonien. Egypterna delade
in dagen i 24 timmar, medan Babylonierna hade en sexagesimal indelning av
dygnet (1/60 och 1/60 av 1/60 och s& vidare). Den babyloniska indelningen med
60 &r enkel matematisk med brak, men inte s& praktiskt. Dessa bada kom att
bilda systemet som vi har idag, med en standardtimme (ca: 1/24 av ett dygn)
som delas upp i 60 minuter och 60-60 sekunder.

3.1.1 Metersystemet

Under 1700-talet, blev det &n mer viktigt att hitta nagon form av internationell
standard, detta frimst pa grund av den 6kade handeln och till mindre grad
beroende pa vetenskapligt utbyte. Olika linder hade d& knutit sina nationella
system till andra ldnders system, Spanien till Frankrikes, och Ryssland till Eng-
lands. James Watt foreslog att skapa ett globalt mattsystem baserat, liksom
Wilkins, pa lingd och massa och densiteten fér vatten. Antoine Lavoiser ska-
pade ett mattsystem nir det gillde massa, for sina kemiska experiment 1788.
I Frankrike rddde dessutom hungersnéd och social oro som kom att kulminera
i den franska revolutionen. Under denna process, kom nationalférsamlingen att
sédtta upp ett antal kommitteer som skulle reformera landet och minska kor-
ruptionen, ddr just méttsystemet var en killa till korruption genom att det var
ooversiktligt!. Den 27 juni 1789 tillsattes en kommitté av Académie des sciences
for att reformera méattsystemet. Hér foreslogs ett samarbete med England och
USA for att skapa en gemensam standard for lingd baserat pa lingden av en
pendel. England, representerat av John Riggs Miller, och USA, representerat
av Thomas Jefferson, accepterade i princip. Problem uppstod med vilken lati-
tud som skulle viljas (tyngdaccelerationen varierar med avseende pé latituden,
vilket man kénde till) innan man kunde enas om latitud 45°N, Jefferson foror-
dade en stavformad pendel i stillet for Wilkins som hade ett lod, denna fysiska
pendel blir ca: 50% ldngre, men med samma sviingningstid. De gemensamma
forslagen var uppe till omrostning i de olika parlamenten, men den amerikanska
kongressen antog den inte och det engelska parlamentet drog sig ur nér monarkin
avskaffades i Frankrike. Vilket gjorde att Frankrike blev ensamma om reformen.

Kommittén som tillsatts av Académie des sciences, kom med ett forslag 1791,
dér man foreslog tre olika mojligheter till att definiera lingdenheten utifran;

1Man hade ofta lokala matt som kontrollerades av lokala tjinstemén, som da kunde fuska.
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lingden hos sekund-pendeln vid 45°N latitud, en fjdrdedel av jordens ekvator
och en fjardedel av meridianen (storcirkeln som gar igenom bada polerna). I
tilligg foreslogs att massan skulle definieras med destillerat vatten i en kub med
sidorna en decimal av standard lingden (0,1 m). Till slut valde man att lingden
skulle definierad utifran en fjirdedel av meridianen (réittare sagt 1/10000000 av
avstandet mellan nordpolen och ekvatorn) nagot som accepterades av nation-
alforsamlingen 30 mars 1791.

Det #r dock viktigt att observera att detta bara var forsta steget till att
skapa ett nytt mattsystem, det handlade nu om att genomfora alla métningar
och gé vidare med definitionen. For detta delades arbetet upp i fem delar:

1. Mita avstandet mellan Dunkirk och Barcelona, bade i latitud och genom
triangulering. 2

2. Métning av baslinjen anvind i trianguleringen.
3. Mitning av ldngden av sekundpendeln vid latitud 45°N.
4. Miétning av massan for en given volym av destillerat vatten.

5. Skapandet av konverteringstabeller mellan de gamla och nya méattenheter-
na

Arbetet fick kungligt tillstand, men redan dagen efter detta forsokte den
franske kungen fly. Den politiska oron efter detta gjorde att manga av medlem-
marna byttes ut men projektet som helhet 6verlevde. Den verkliga mirkesda-
gen dr den 7 april 1795, d& meter-systemet blev lag. D& var systemet baserat
pa prelimindra resultat frain métningar gjorda av Cassini 1740. Nar triangu-
leringen av avstandet mellan Dunkirk och Barcelona var klar aterkom gruppen
till Paris 1798. Med de nya data blev en meterprototyp konstruerad i platina3,
samtidigt med en kilo-prototyp. Dessa presenterades for nationalforsamlingen
22 juni 1799. En méanad efter Napoleons maktovertagande 10 december 1799,
antogs lagen dér en meter och ett kilogram definierades utgaende fran proto-
typerna. Meter-systemet anviindes framst i Frankrike, men andra linder kom
att ansluta sig under 1800-talet. England skapade 1824 ett eget standardiserat
system, det sa kallade Imperial system.

Att iden med ett standardiserat system som kunde anviindas pa andra mat-
tenheter var fruktsam, demonstrerades av Carl Friedrich Gauss 1832, néir han
genom att definiera sekunden som en basenhet kunde ange det jordmagnetiska
faltet i termer av millimeter, gram, och sekunder. Innan detta angavs bara den
relativa forhallandet. Gauss miitte vridmomentet fér en magnet med kéind massa
och jimforde det med vridmomentet inducerat av gravitationen. Detta gjorde
att han kunde uttrycka magnetfiltets styrka med hjilp av basenheterna for
mass, tid och lingd. Hans arbete lag till grund fér den utveckling som skedde un-
der 1860-talet, ddr bland annat James Clerk Maxwell, William Thomson (senare
Lord Kelvin) och andra forsskte skapa ett koherent system av basenheter och

28¢é: Alder. The Measure of all Things — The Seven-Year-Odyssey that Transformed the
World.

3Man valde platina som vid den tiden var relativt nyupptiickt och som sags pa som ett
mirakelmaterial. Dock ér rent platinum en mjuk metall, vilket medférde att prototyperna litt
skadades.
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hidrledda enheter. Man lyckades skapa ett koherent system med tre basenheter,
centimeter, gram och sekund, det s& kallade CGS systemet, med enheterna,
erg for energi, dyne for kraft och sa vidare. Detta system blev ganska populirt
speciellt inom elektromagnetismen och anviindes langt in pa 1960-talet. Hér
sammanfaller utvecklingen av CGS systemet med elektrifieringen under slutet
av 1800-talet, med sitt behov av standarder for att kunna koppla ihop elektriska
system och importera elektrisk utrustning.

3.1.2 Meterkonventionen

Meterkonventionen var resultatet av en internationell 6verenskommelse och sign-
erades 1875. Ursprungligen handlade den enbart om standarderna fér meter och
kilogram. Dessa bestimdes utifran ett set av 30 meter-prototyper och 40 kilo-
gram prototyper tillverkade av en legering (90% platinum-10% iridium). En av
dessa valdes ut att vara den internationella prototypen for meter och en for kilo-
gram, dessa ersatte de gamla franska prototyperna. Men viktigare var att man
med meterkonventionen skapade tre internationella organisationer med ansvar
att se over det internationella arbetet med mét-standarder.

e General Conference on Weights and Measures (Conférence générale des
poids et mesures, CGPM) — ett mote som hélls vart sjéitte ar med del-
egater fran alla medlemsléinder som erhaller och diskuterar resultat och
rapporter fran CIPM och som beslutar om nya stadarder och utveckling
inom SI systemet.

o International Committee for Weights and Measures (Comité international
des poids et mesures, CIPM) — en kommitté som arligen mots hos BIPM,
bestédende av 18 personer med hog vetenskapligt renommé, nominerade av
CGPM for att ge rad rorande tekniska och administrativa fragor

e International Bureau of Weights and Measures (Bureau international des
poids et mesures, BIPM) — ett internationellt metrologiskt center i Sevres
utanfor Paris. Hir forvaras den internationella kilogram prototypen och
hér utfors métningar for CGPM och CIPM. Hér finns dven sekretariaten
for organisationerna och hir halls dom formella motena.

Aven om ursprunget var meter och kilogram kom fler enheter att liggas
till i 1921, bland annat ampere. Efter andra virldskriget, i 1948 holls den 9e
CGPM, dér man gav CIPM i uppdrag att skapa ett enkelt praktiskt system av
enheter att anvindas i alla medlemslénder. Samtidigt kom man &verens om att
utveckla ett standardiserat system for att skriva enhetssymboler och siffror, med
en rekommendation om hérledda enheter. 1954 kom rekommendationen, som
inneholl en revision och férenkling av meter-definitionen. Hir rekommenderades
att ampere skulle vara en basenhet och efter féorhandlingar med bland annat
IUPAP (International Union of Pure and Applied Physics) kom ytterligare tva
basenheter att inkluderas; kelvin fér temperatur och candela. Det slutgiltiga nya
systemet och namnet “Systéme International d’Unités” antogs av 10e CGPM
1960. Samma ar kom dom nya definitionerna.
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3.2 SI systemets basenheter

I dag har vi 7 basenheter [3] dir materiaméngd 4r den sista som kommit till. Idag
anviinder vi ljusfarten som &r definierad till ett exakt viirde for att bestdmma
lingden utgaende fran definitionen av tid. De definitioner som anvints ges i
tabell 3.1 och 3.2 tillsammans med tidigare definitioner.

Som kan observeras i tabellerna har definitionerna &ndrats under &ren och
det pagar fortsatt ett arbete med att forbidttra definitionerna och fa en nog-
grannare bestdmning av basenheterna. Hér dr det virt att observera att vi har
en korsdefinition dér vi anviinder tid och ljusfart for att definiera lingd, som i
sin tur kombineras for att f4 de andra basenheterna. Arbetet som pagér idag
dr att definiera alla basenheterna (utom sekund) pa fundamental konstanter.
Det vill siga att tid kommer vara var grundliggande storhet dir definitionen
av enheten i kombination med fundamental konstanter ger de andra enheter-
na. Orsaken till detta dr att det &r relativt ldtt att uppna en nogrannhet pa
tidsmétningar i storleksordningen 10715, nagot andra métningar av storheter
inte kommer i nidrheten av. Fordelen &r ett koherent och stabilt enhetssystem.
Den foreslagna modellen visas i figur 3.1.
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Storhet

Enhet

Definition

Léngd

meter (m)

Original(1793):1/10000000 av merid-
ianen mellan nordpolen och ekvatorn
som passerar Paris.

Interim (1960):1650763.73 vaglangder
i vakuum av stralningsovergéngen mel-
lan tva nivaer i krypton-86 atomen.
Aktuell (1983): En meter &ér den stréc-
ka som ljuset fiardas under 1/299792458
sekund i vakuum.

Massa

kilogram (kg)

Original (1793): Definierad som mas-
san av en kubikdecimeter av rent vatten
vid dess fryspunkt.

Aktuell (1889):Ett kilogram &r det
samma som massan av den interna-
tionella kilogramprototypen.

Tid

sekund (s)

Original (medeltida): 1/86400 av en
dag.

Interim (1956): 1/31556925,9747 av
det tropiska arets lingd i borjan av ar
1900.

Aktuell (1967): En sekund definieras
som 9 192 631 770 perioder av stral-
ningsovergangen mellan de tva hyper-
finnivéerna i grundtillstandet hos atom-
en 133Cs.

Elektrisk strom

ampere (A)

Original (1881): 1/10 av CGS en-
heten for elektrisk strom. CGS-enheten
dr den strom som flodar i en cirkuldr
spole som dr 1 cm lang och en radie
pa 1 cm och som skapar ett filt pa 1
oersted i centrum.

Aktuell (1946): En ampere &r den
konstanta elektrisk strom som gener-
erar en kraft pa 2*10~7 newton for varje
meter ledare strommen flyter igenom.
Dessa ledare #r tva parallella och ra-
ka ledare som #r odndligt langa. Vi-
dare har dessa ledare ett forsumbart
och cirkuldrt tvirsnitt samt #r placer-
ade en meter fran varandra i vakuum.

Tabell 3.1: SI-systemets definitioner av grundenheterna
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Storhet

Enhet

Definition

Temperatur

kelvin (K)

Original (1743): Celsius skalan erhéalls
genom att sitta vattens fryspunkt till O
och kokpunkt 100, 1 grad #r 1/100 av
detta.

Interim (1954): Vattnets trippelpunkt
(0.01 °C) #r definierad till att vara ex-
akt 273.16 K.

Aktuell (1967): En kelvin &r 1/273,16
av den termodynamiska temperaturen
vid vattnets trippelpunkt.

Ljusstyrka

candela (cd)

Original (1946): 60 candela/kvadrat
centimeter &r ljusstyrkan frén en
svartkropp vid platinas sméltpunkt.
Aktuell (1979): En candela definieras
som ljusstyrkan i en given riktning fran
en killa som séinder ut stralning av
monokromatisk typ med en frekvens pa
540*10'2 hertz och som har en stral-
ningsstyrka pa 1/683 watt per steradian
i denna riktning.

Materiemingd

mol (mol)

Original (1900): Molekylmassan for en
kemisk férening i gram.

Aktuell (1979): Materieméngd
definieras som materiamingd i ett
system med samma antal systemele-
ment som antalet atomer i 0,012
kilogram '2C.

Tabell 3.2: SI-systemets definitioner av grundenheterna, fortséttning.
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Figur 3.1: Forhallanden mellan de nya foreslagna SI enheterna och fundamental
konstanter. (killa: Wikipetzi, wikemedia commons)
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3.3 Basenheter och hirledda enheter i SI-systemet
och deras dimensioner.
Vi har 7 basenheter som bygger upp SI systemet[3]. Tidigare hade vi 2 supple-

mentéra enheter, radian och steradian for vinkel och rymdvinkel. Dessa har nu
omdefinierats och ses som dimensionslosa hirledda enheter.

Storhet Enhet SI symbol | Dimension
Léngd meter m L

Tid sekund S T

Massa kilogram | kg M
Temperatur kelvin K ]

Elektrisk strom | ampere A I

Ljusstyrka candela | cd J
Materieméngd | mol mol N

Tabell 3.3: SI-systemets grundenheter med dimensioner

De hérledda storheterna som anvénds foljer antingen en definition (andra
gradens hirledd storhet) eller en fysisk lag (férsta gradens hiirledd storhet). Jag
ger hiir ett exempel pa hirledda enheter.

Det &dr viirt att igen notera att valet av basenheter kan goras pa andra sitt,
men vi ser med definitionerna som valts att det &r métningen av dom som
dr viktig. Det handlar om att kunna reproducera miétresultat och att ha hog
precision i métningarna. Men i grunden handlar det om ett val vi gjort och inget
som foljer av naturens lagar.

29



Namn Symbol | Storhet i basenheter uttryckt i | Dimension
andra SI
enheter
radian rad vinkel m/m 1 1
steradian | sr rymdvinkel m?/m? 1 1
hertz Hz frekvens s~ T T1
newton N kraft kg m s ML T2
pascal Pa tryck kgm~Ts™2 N/m? ML TT?
joule J energi,  ar- kg m? s—2 Nm ML?T2
bete, virme
watt W effekt kg m? s3 J/s ML?T3
coulomb | C elektrisk s A TI
laddning
volt N spanning, kgm? s73 A~t [ W/A ML?T 31!
emf
farad F elektrisk ka- | ke=! m=2s* A% [ C/V M-1L=2T41?
pacitans
ohm Q elektriskt kgm?s3 A=2 | V/A ML2T 312
motstand,
impedans,
reaktans
weber Wb magnetiskt kgm?s 2 AT | Vs MLZT 217!
flode
tesla T Magnetisk kgs—2 AT Wh/m? MT 21!
faltstyrka
henry H induktans kg m?s=2 A=2 | Wb/A ML?2T 21?2
lumen Im ljusflsde cd cd sr J
lux Ix illuminans m~2 cd Im/m? L2J
becquerel | Bq radioaktivitet 5T T T
gray Gy absorberad m? 572 J/kg L2 T2
dos  (stral-
ning)
sievert Sv ekvivalent m? 572 J/kg L? T2
dos  (stral-
ning)
katal kat katalytisk s~ 'mol T-I'N
aktivitet

Tabell 3.4: Exempel pa hirledda enheter och deras dimensioner




Kapitel 4
Dimensionsanalys

Vi har nu lagt grunden till dimensionsanalysen med en formell behandling av
storheter och enheter. Nu skall vi g& vidare med stegen som man gar igenom i
dimensionsanalys. Vi skall dven introducera Buckinghams II-teorem som foljer
av dessa steg.

4.1 Dimensionsanalys och Buckinghams [I-teorem

Grunden till dimensionsanalysen ligger i att formen for de signifikanta fysiska ek-
vationerna #r sddan att forhallandet mellan de fysiska storheterna ér oberoende
av valet av basenheter (det skall inte spela ndgon roll om vi miiter lingd i meter
eller fot), hér drar vi nu den logiska slutsaten av detta och applicerar den.

Antag att vi dr intresserade i en specifik fysisk storhet “Qq” som &r en
beroende variabel, i en viildefinierad situation. Med detta menar vi att nér alla
andra storheter som behovs for att beskriva situationen #r specificerade, kommer
Qo att bara kunna beskrivas pa ett sétt.

Vi skall ga igenom hur identifikationen av Qg sker.

Steg 1: Oberoende variabler.
Det forsta steget som maste tas ér att identifiera ett fullstindigt set av
oberoende variabler (Q; ...Q,) som bestdmmer virdet pa Q.

Qo= f(Q1,Q2,...Qn) (4.1)

Setet av oberoende variabler (Qg...Q,) #r fullstindigt om det inte finns
nagon variabel utanfor setet som kan paverka viirdet pa Qg och dér forédndring
av en oberoende variabel inte paverkar virdet pa en annan variabel. Det &r
viktigt att man startar med ett korrekt och fullstéindigt set i dimensionsanalys,
har man fel startpunkt s& blir slutresultatet fel.

Steg 2: Dimensionsbetraktning.

Hér skall man underscka dimensionerna hos den beroende variabeln Qg
och de oberoende variablerna Q; ...Q,. Héir finns nu mojligheten att man har
definierat ett annat system av basenheter #n SI systemet, men vi kommer att
anvinda SI systemets basenheter och dimensioner. For att forenkla diskussionen

31



sd kommer vi enbart att behandla mekaniska system i starten, vilket begrin-
sar dimensionerna till tre stycken, lingd, massa och tid, detta gor att samtliga
variabler #r pé formen:

Qi = LY M™T" (4.2)

dér exponenterna #r reella dimensionslosa tal som foljer av varje variabels
(storhets) definition.

Fran det fullstéindiga setet av oberoende variabler Q; ...Q,, plockar vi nu
ut ett dimensionellt oberoende subset Q; ...Qy och uttrycker dimensionerna av
dom aterstaende variablerna Qg1 . ..Q, och den beroende variabeln Qg som en
produkt av exponenter av Qp ...Q. Alla fysiska storheter har dimensioner som
kan uttryckas som produkter av exponenter av en uppséittning basdimensioner.
Ett subset Q1 ...Qx av ett set Qi ...Q, dr dimensionellt oberoende om ingen
medlem av setet har en dimension som kan uttryckas i termer av dimensionerna
av de ovriga medlemmarna i setet, och #r fullstéindigt om dimensionerna i det
aterstaende setet Qg1 ...Q, kan uttryckas i termer av dimensionerna i sub-
setet Q1 ...Qk. Da ekvation 4.1 dr dimensionellt homogen, kan dimensionen for
den beroende variabeln skrivas i termer av dimensionerna i Q; ...Qg. Subsetet
Q1 ...Qg. viiljs genom trial and error eller erfarenhet.

Det ér mojligt att vilja medlemmarna i subsetet pa flera séitt, men talet k
for antalet dimensionellt oberoende variabler (storheter) i det fullstindiga setet
Q1 .. .Qy dr unikt fér det setet och kan inte vara storre én antalet basdimensioner
som finns i det fullstindiga setet. Till exempel, om dimensionerna i Q; ...Q,
bara dr Liangd, Tid och Massa, giiller k£ <3. Med ett fullstindigt dimensionellt
oberoende subset Q; . ..Qy kan vi uttrycka dimensionerna for Qg och Qg1 ...Q,
pa formen:

Qi = [N ede. . oy] (43)

om ¢ > k eller ¢« = 0. Exponenterna dr dimensionslosa tal och kan i méanga
fall bestimmas enkelt eller genom algebraiska operationer.

Den formella processen kan vi illustrera med ett mekaniskt system, dér alla
dimensionerna dr av formen i ekvation 4.2. Hir ansétter vi da Q1, Qp och Q3
som ett komplett dimensionellt oberoende subset. Vi kan da skriva ekvation 4.3
som ett ekvationssystem:

3
i = Nijlj
j=1
3
m; = Z:l N,-jm] (4 4)
s
ti= > Nijt;
j=1

Dér man l6ser ekvationssystemet for det tre okéinda variablerna N;1, N;2 och
N;3. Se kapitel 5.6 eller Bilaga D for praktiska exempel.
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Steg 3: Dimensionslésa grupper eller samband

Nista steg dr att skapa dimensionslésa grupper, hér finns det manga namn
for dessa da det inte som sddant ror sig om en variabel utan ett samband, en
relation eller grupp av andra variabler, oftast kallas dom for II-grupper eller di-
mensionslosa grupper. Tricket vi har dr att dessa grupper bildar dimensionslosa
variabler. Vi definierar dessa i en dimensionslos form genom att ta en av de ater-
staende variablerna och dividerar med en produkt av de andra, dir produkten
har samma dimension som variabeln vi valde, med andra ord:

Qk+1
IL; = Qi\](kJri)l Q;V(k+i)2 o Qi}v(k+i)k (4'5)

diar¢=1,2...n — k, och den beroende variabeln kan skrivas som:

_ Qo

- Qi\fm Q;VUQ o iv(]k
Skapandet av dessa dimensionslosa grupper gor det mojligt att omformulera

problemet.

0, (4.6)

Steg 4: Buckinghams II-teorem
Vi kan nu omformulera ekvation 4.1 i en alternativ form:

Oy = f(Q1,Q2, ... Qp, 111,y ... II,, ) (4.7)

Dér samtliga variabler &dr dimensionslosa utom Q1,Qs, ... Q. Virdena pa
dom dimensionslésa variablerna ér oberoende av valet av basenheter. Vérderna
for Q1,Qa2, ... Q dr dock beroende pé valet av basenheter. Dom kan inte omskri-
vas till en dimensionslés form da dom per definition &r dimensionellt oberoende
av varandra. Fran principen att varje fysisk ekvation méaste vara dimensionellt
homogen, foljer att:

o = f(ITy, I ... T,_y) (4.8)

Detta &r slutresultatet av dimensionsanalysen och innehaller Buckinghams
[I-teorem:

When a complete relationship between dimensional physical quan-
tities is expressed in dimensionless form, the number of independent
quantities that appear in it is reduced from the original n to n-k,
where k is the maximum number of the original n that are dimen-
sionally independent.

Teoremet har fatt sitt namn efter symbolen som Buckingham anvinde i sin
artikel [2] fran 1914.

Det som Il-teoremet visar ér att da alla fullstéindiga fysiska ekvationer maste
vara dimensionhomogena, kommer en omformulering av en sadan ekvation till
en lamplig dimensionslos form att minska antalet oberoende storheter i formu-
leringen med k. Detta medfér da en betydande forenkling av de problem vi
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undersoker, detta kommer vi att kunna se i de exempel som kommer i kom-
mande kapitel. II-teoremet i sig séiger oss bara antalet dimensionslésa variabler
som paverkar viirdet pa en specifik dimensionslos beroende variabel. Den séger
dock ingenting om formen pa dom dimensionslésa grupperna. Detta ér nagot
som man maste undersdka och f& fram enligt stegen 3 och 4 ovan. Il-teoremet,
eller dimensionsanalys, séger heller ingenting om formen pa uttrycket som vi far
enligt ekvation 4.8. Den formen maste man hitta genom experiment eller genom
att 1osa problemet teoretiskt.

4.2 Exempel: Stighdjd i kapillir

Som exempel viiljer jag att titta pa stighdjden i en kapilléir. Har vi en viitska och
ett antal ror med olika dimensioner kommer vitskan att befinna sig pa olika hojd
(se figur 4.1) beroende pa ytspénningen som ger upphov till en kapillérstigning.

Figur 4.1: Kapilldrstigning

Det vi skall gora dr att underscka hur hogt vitskan kommer att stiga i dom
olika roren. Den beroende variabeln dr da stightjden (h).

Steg 1: Oberoende variabler

Det forsta steget dr att identifiera ett fullstéindigt set av oberoende variabler.
For att gora detta behover vi titta pa problemet nidrmare. Hiar kommer en
forstorad bild av situationen att vara fordelaktig, denna visas i figur 4.2.

Vi ser fran figuren att diametern (d) hos réret kan ha betydelse. Till denna
kommer #ven vitskans egenskaper som densitet (p) och ytspinning (o). Aven
gravitationen via tyngdacceleration (g) och kontaktvinkeln (6) mellan réret och
vitskan kan paverka. Ytspéinningen handlar om kraft som verkar éver en stréicka
s& omkretsen (O) av roret paverkar. Fran detta drar vi slutsatsen att vi har 6
oberoende variabler som paverkar, detta dr ett komplett set men det &r inte
oberoende set, omkretsen (O) beror pa rorets diameter, det vill séiga den vari-
abeln kan uteslutas, vilket limnar ett set av 5 oberoende variabler, vilket ger
ett uttryck:
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Figur 4.2: Narbild av kapilldrstigning

h = f(da Uapag79) (49)

Detta set av oberoende variabler dr som nédmnts tidigare inte ett unikt val
utan beror pa véra val, i stéllet for d hade vi kunnat vilja r, till exempel.

Steg 2: Dimensionsbetraktning
Vi arbetar med SI systemet vilket da medfér att dimensionerna foér de
oberoende variablerna blir:

[d =1L

[o] = MT2
[p] = ML™?
[g] = LT
0] =1

[h] =L (4.10)

Vi ser att vi har tre (3) grundenheter vilket ger (k=3), med andra ord skall
vi kunna formulera tva (2) oberoende dimensionslgsa variabler och en beroende
dimensionslos variabel. Med andra ord:

Ty = f(II, IL) (4.11)

Hiir observerar vi att hojden och diametern har samma dimension, men detta
giller dven produkten av gpd? och ytspénningen o.

&
|

L=[h (4.12)
[0] = MT ?=LT*ML*L? = [gpd®]
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Steg 3: Dimensionslésa grupper

Vi skall nu skapa dimensionslosa grupper genom att kombinera variablerna,
vi vet att det ricker att formulera tva (2) oberoende dimensionsltsa variabler
och en beroende dimensionslos variabel. Betraktningen i 4.12 ger en indikation
pa lampliga grupper:

Oberoende:
d2
m = 2 (4.13)
(2
I, = ¢
Beroende:
h
HOZE (4.14)

Med detta har problemet reducerats till en enklare form som kan studeras
experimentellt eller teoretiskt. Vi skall titta mer pa detta senare.

Det kan vara svart att hitta dom dimensionslosa grupperna. Ovan anviinde
jag likheten for att identifiera dom, men detta kan goras mer formellt. Héir ger
jag en alternativ procedur.

Vi ser att en variabel dr dimensionslos i sig och dérfér kommer den att bilda
en egen grupp (Il = ). Detta minskar grupperna som ska bildas till tva. Vi
tar d& och sétter ssmman dom med okiéinda exponenter som ér reella tal:

Iy, = hd*pbc® (4.15)
I, = gd%co’

Observera att det finns manga olika val som kan goras och dessa #r inte
unika. I detta fall véljer jag den beroende variabeln och en annan variabel och
utgar fran dom. Har jag gjort fel antagande kommer detta att visa sig senare.
En dimensionsbetraktning ger:

5
|

[hdp0] = LL*M L™ M°T~2¢ =1 (4.16)
M) = [gd%p°c!| = LT 2LiMeL= 2 MIT~% =1

Det ger foljande ekvationssystem for de olika dimensionerna:

L |14+a—-3b=0]|1+d—-3e=0
M b+c=0 e+f=0
T 2c=0 2 27=0

dér vi far losningarna:

Il

|
_
o

SYESTES
I




Vilket ger samma dimensionslosa grupper som ovan:

Oberoende:
d2
m, = (4.17)
o
I, = ¢
Beroende:
h

Observera att dven om de dimensionslésa grupperna kan viljas pé olika sétt
sé skall dom ge samma resultat i slutéindan.
I detta fall finner vi att:

My = f(IIy,Thy) = f(I{TT5) (4.19)

Dar exponenterna ér reella tal, detta kan vi utveckla till

() )

Stegen vidare hér kan inte goras utan mer information fran exempelvis ex-
periment. Se bilaga D fér en dimensionsanalys utan II-grupper, med en fortsatt
diskussion om vigen vidare.

4.3 Anvindning av dimensionsanalys

Reduktion av variabler

Den viktigaste konsekvensen av dimensionsanalys &r att det &r mojligt att
reducera antalet variabler och diirigenom minska antalet experiment. Om vi
ser varje variabel som en mét-dimension innebér detta att vi behover 6ver 10
miitningar for att kunna hitta en samband mellan den oberoende och beroende
variabeln. Har vi da fem (5) oberoende variabler finner vi att det i s& fall skulle
behdvas 105 mitpunkter for att erhalla en fullstindig experimentell bestdmning.
I exemplet ovan finner vi att det i stéllet for 5 oberoende variabler, &r mojligt
att reducera miit-dimensionerna till tva (2) vilket da ger 10 mitpunkter en
reduktion med en faktor 1000. Detta ger en betydande besparing och underléttar
mycket. Hir skall man da observera att det ér de dimensionslésa grupperna som
dr variablerna som undersoks experimentellt.

Ofullstindigt set av oberoende variabler

Det ér viktigt att komma ihag att dimensionsanalys ér ett verktyg och som
alla verktyg kan det anvindas felaktigt. Detta gor att man maste ha kunskaper
som gor det mojligt att applicera det pa bésta sitt. Hir dr det da viktigt att fa
ett fullstindigt set av oberoende variabler. Missar man att ta med en oberoende
variabel kommer detta leda till ett felaktigt resultat.
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For manga oberoende variabler komplicerar resultatet

Har man med for manga oberoende variabler ér det inte lika forédande
som for fa. Det ér fortfarande mojligt att hitta korrekta losningar men gor
att processen blir mer tidskrédvande och gor att mojligheterna som ligger i di-
mensionsanalysen inte blir lika tydliga.

Viktigt med foérenklingar

Som noterats sa dr det viktigt att inte ta med fér manga oberoende vari-
abler, nagot som &r ett ganska vanligt problem i dimensionsanalys. Hér dr inte
fullstandigheten i setet som ér det grundliggande utan det ligger hur problemet
vi studerar behandlas. Hiar kan man gora forenklingar och omformuleringar s&
att den kommer pa en form dir man genom erfarenhet kan se att variabler inte
spelar nagon roll. Men hér dr den kunskap som man har mycket viktig. Men
samtidigt maste man vara medveten om att dom antaganden man gor kan vara
felaktiga.

Det dr viktigt att man skaffar sig en vana att arbeta med dimensionsanalys,
da det &r till en borjan ganska odverskadligt och krdver vana innan man kan
anvinda det pa ett bra sétt. For att underlitta denna process kommer resten
av hiiftet att innehéalla ett antal exempel pa dimensionsanalys.
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Kapitel 5

Exempel pa
dimensionsanalys

Hér kommer jag att ge ett antal exempel dir dimensionsanalys appliceras pa
olika problem inom olika omréaden.

5.1 Nedbg§jning av stav

Nar vi belastar dnden pa en stav med en massa (m) kommer staven att b&jas ner
en striicka (4), denna bdjning kommer att bero pé ett antal variabler. Langden
av staven (1), tyngdaccelerationen (g), bojtroghetsmomentet (second moment of
area) (I)* och elasticitetsmodulen (Young’s modulus) (E).

Vi har med andra ord en beroende variabel och fem oberoende variabler. Vi
samlar dom i en tabell och gor en dimensionsbetraktning:

1) L

m M

l L

g LT~

I L*

E | ML7TT2

Vi ser att vi har fem (5) oberoende och en beroende variabel och tre (3)
dimensioner. Det alltsd mojligt for oss att skapa tre (3) dimensionslésa grupper:

)

HO - 7

_mg
I = 2B (5.1)

1

H2 == l74

1I:fy2clA
A
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Hér utnyttjas att dimensionerna for massa och tid bara finns i tre av vari-
ablerna och dessa ldggs da i en dimensionslos grupp (IT;). Med 4.8 har vi:

Iy = f(I1;, 1) (5.2)
vilket ger:

) mg 1

=13 (53)

vilket &r sa langt som enbart dimensionsanalys tar oss. Dock kan vi observera
att nedbgjningen méste 6ka med den massa som belastar staven. Denna bor vara
linjér, Atminstone s léinge det ror sig en elastisk nedbojning (utan deformation).
Dessutom kan vi dven se att desto lingre staven dr desto mer maste den bojas
ner, sa variabeln [ maste ha en positiv exponent. Detta ger oss:

5:k.l.(glg2).<l;)a (5.4)

dér k£ dr en numerisk konstant och a ett positivt tal.

Nista steg for att bestdmma exponenten a och den numeriska konstanten k,
genom experiment. Hir maste man komma ihag att bojtroghetsmomentet beror
pa formen av staven.

Gor man detta kommer man finna att nedbéjningen ges av:

_ lmgl?’
3 FI

(5.5)

Det &r mojligt att erséitta mg med en kraft for ett generellt resultat.
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5.2 Stjarnors oscillation

Stjérnor har en oscillation, dom pulserar. Men vilken frekvens (w) har den oscil-
lationen och vilka parametrar spelar roll fér frekvensen. Det forsta vi far gora ér
att identifiera dom parametrar som kan péaverka oscillationen. Radien pa stjir-
nan (r) liksom dess densitet (p) bor paverka. Dessutom s spelar gravitationen
(@) in (vi antar att det ror sig om gravitationsdriva oscillationer). Vi skulle
kunna lidgga till massan men om vi antar att densiteten &r konstant i stjirnan
(forsta approximationen) och d& vi redan har radien och densiteten behovs inte
massan. Vi har da en beroende variabel och tre oberoende variabler:

w 71

r L

P ML™3

G| M~1L372

Med tre oberoende och en beroende variabel samt tre dimensioner finns det
bara en dimensionslés grupp, sa vi kan 16sa problemet genom en enkel dimen-
sionsbetraktning utan att bilda dimensionslésa grupper:

riaprc
vilket ger:
L: | a—3+3c=0
M : b—c=0
T: —2c=-1
och 16sningen
a =
b=1/2
c=1/2

Med andra ord:

w=k\/Gp

dér k dr en dimensionslos numerisk konstant. Med andra ord sa #r oscillatio-
nen proportionell mot roten av densiteten och oberoende av radien. Hiar behover
vi en riktig teori om stjirnors oscillationer, men vi har observerat ett intressant
forhallande enbart genom en dimensionsanalys.
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5.3 Gravitationsdrivna vattenvagor

Vi hittade ett intressant samband nir det géllde gravitationsdriven oscillation i
stjirnor. Nu tittar vi pa vattenvagor och speciellt dom som drivs av gravitatio-
nen. I detta fall &r vi intresserade av frekvensen (w) i férsta hand. Har behover
vi gora en del antaganden for att forenkla diskussionen: vi antar att vagorna
inte utsitts for nagra forluster, pa det séittet kan vi utesluta vattnets viskositet.
Densiteten (p) och tyngdaccelerationen (g) maste vi ta hiinsyn till. Hir kommer
dven vaglingden () att spela roll, men det dr i detta sammanhang béttre att
anviinda vagtalet (k = 27 /)\).

Vi ser att det blir ett system med 4 variabler och tre dimensioner. Vi kan
saledes losa det hela med en dimensionsbetraktning.

w T1
k L1t
p | ML™3
g | LT™2

Hir ser vi att densiteten ér den enda variabler med massa sa den kan inte
paverka. Den enda mojliga 16sningen blir da:

w=C\/gk

Vilket ér ett resultat som stdmmer med teorin.
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5.4 Ytspdnningsdrivna vattenvagor

Vad hiinder om vi tar hiansyn till ytspdnningen i det forra exemplet. Férutom
de variabler vi hade maste vi ligga till ytspianningen (o). Vi far nu ett system
med 5 variabler och tre dimensioner:

w 71
k L1
p | ML™3
g | LT?
o | MT=?

Vi ser att vi kan bilda tva dimensionslésa grupper och i detta fall ér det
lampligt att ta hinsyn till resultatet vi fick for gravitationsdrivna vattenvagor i
konstruktionen.

Den forsta beroende gruppen tar vi direkt fran det resultatet, och kombinerar
de ovriga variablerna (utom w) :

IIy = ﬁ
I, — ok*
1 09
det vi har ar:
Iy = f(II)
som vi skriver om som:
2 2
w ok
= ==
gk Py

eller

ok?
w = vgk'F(E)

Vilket &r sa langt vi kommer utan djupera kunskaper om fluidmekanik. Vi
kan dock anviinda oss av grinsviirden, exempelvis vad vi férvéintar oss skall héin-
da da ytspédnningen gar mot noll. Det fallet &ér ju samma som i férra exemplet.
med andra ord vet vi att funktionen (F(z)) méaste vara en additativ formel pa
formen:

c1+cox+ ...

Vilket ytterligare forenklar en analys vidare.
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5.5 Energin i en kirnvapenexplosion

Att dimensionsanalys kan anviindas pa komplicerade system och gor det mojligt
att fa ut mycket information ur ganska lite fakta &r nagot som illustreras av
ett exempel dédr den engelska fysikern G.I. Taylor riknade ut energin i en kiirn-
vapenexplosion [5]. Detta var en militidr hemlighet pa den tiden och det skulle
inte vara mojligt for utomstaende att kunna réikna ut den. En kiirnvapenexplo-
sion &r i princip en dgonblicklig frigoring av energi (E) i en begrinsad volym.
Detta kommer att producera en chock-vag mycket stérre én den normala luft-
trycket, som d kan fsrsummas. Hur kommer radien (r) av chock-vagen att viixa
som funktion av tiden?

De relevanta variablerna som vi har i detta fall &r, den frigjorda energin (E),
tiden (¢) och luftens densitet vid normalt lufttryck (py). Vi ser att det blir ett
system med 4 variabler och tre dimensioner. Vi kan saledes 1osa det hela med
en dimensionsbetraktning.

<
~

E | ML?’T?

po | ML”?

r~ B pt

vilket ger:

2a —3b=1
a+b=0
—2a+c=0

(IS

och losningen
a=1/5
b=-1/5
c=2/5

vilket ger

r— kE1/5p51/5t2/5

dér k dr en numerisk konstant. Om vi kan plotta radien av chock-vagen som
funktion av tiden i ett log-log diagram kommer lutningen pa kurvan vara 2/5 och
skirningen i grafen ger information om den frigjorda energin i explosionen, om
konstanten k kan bestdmmas. Taylor anviinde sig av en modell och uppskattade
k till 1. Med detta kunde han anvénda filmer fran springningarna (som inte
var hemligstimplade) till att beriikna spriingverkan. Att detta var mojligt kom
som en stor dverraskning fér amerikanska myndigheter, dér offentligt material
kunde anviindas for att f& fram hemlig information, om man kunde anviinda
dimensionsanalys.

44



5.6 Hydrogen atomen

Hér skall vi anvinda dimensionsanalys och fa en uppskattning av storleken pa
elektronens bana i grundtillstandet for hydrogen atomen.

Vi vet att vi har en elektron (m.) som cirklar runt en proton och har en
viixelverkan som beror pa deras laddningar (€2, fran Coulombs lag ) och per-
meabiliteten for vakuum (ep), Vi vet ocksé att rorelsen dr kvantiserad pa négot
sitt dar Plancks konstant (%) dr inblandad. Det som vi soker dr radien pé elek-
tronens bana (bohr-radien ag). Vi sétter upp en lista med vira beroende (ag)
och oberoende variabler (m., €2, ¢y, h) samt deras dimensioner:

ag L

me | M

e2 | T%I?

e | IPTAM~TL73
h ML?T!

Vi ser att vi har fyra (4) oberoende variabler och fyra (4) dimensioner

ag ~ m2e*eShd

vilket ger:

—3c+2d=1
a—c+d=0
2b+4c—d=0
2b+2c=0

Tﬂih

med l6sningen:

Vilket ger radien:

dér k dr en numerisk konstant. Hir har vi enbart arbetat med dimensions-
analys och utan att titta nidrmare pa fysiken. Trots det far vi ett resultat som
ligger néra Bohr radien, som &r den ban-radie elektronen har i Bohrs atommod-
ell. Det korrekta viirdet for Bohr-radien &r:

€0 77/2

mee?

ag = 4w -
sd vi hamnade mycket nidra med denna enkla metod. Det dr viirt att notera

att om vi anvéint kunskaper om Coulombs lag och att vi har ett rymd-symmetriskt
problem, kunnat komma fram till faktorn 4.
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5.7 Planetrorelse

Har vi kunskaper om fysiken bakom kan man anvinda dimensionsanalys till att
studera ganska komplicerade system. Vi kan titta pa problemet med planeternas
omloppstids runt solen. Hér &r vi ute efter att se vilka samband det finns mellan
omloppstiden och avstandet till solen.

Vi borjar som vanligt med att stilla upp vara ténkbara variabler. Den forsta
dr gravitationskraften som verkar (F'), planetbanans radie (r) och massorna for
solen (mso) och planeten i fraga (m,). Dessutom har vi planetens omloppstid
(T). Vi far da

T ~ f(T, Fa m80l7mp)

Vi skriver upp variablernas dimensioner.

L
MLT—?
T
M

S

Vi skall nu skapa en dimensionslos grupp, da vi ér ute efter ett samband
som #r oberoende av de numeriska virdena. Utgar vi fran kraften ser vi att en
mojlig dimensionslos grupp ér:

FT?
IIy =

mpT

Men nu kéinner vi till Newtons gravitationslag:

Msol My . Mol Mp

F=G= &

Vilket da gor att vi kan skriva om den dimensionslésa gruppen som:

2
HO _ Mgol Myp 2

3
my, T
D& massan for solen édr konstant far vi att

2
— = konstant

3
Vilket inte &r nagot annat #n Keplers tredje lag, som han fick fram genom
omfattande studier och berdkningar. Har utnyttjar vi var kunskap om nagot
generellt och far fram detta resultat utan omfattande hérledningar. I den di-
mensionslosa gruppen har jag antagit att solens massa inte paverkar rorelsen
annat dn genom kraften som verkar. Detta spelar dock ingen roll for resultatet.
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5.8 Kraft mellan tva parallella plattor i en kon-
densator

Vi tittar pa den kraft som vi har mellan tva parallella plattor i en kondensator.
For att kunna fa fram ett resultat méaste vi forsumma eventuella randeffekter. Vi
tittar pa de variabler som vi har, den beroende variabeln kraften (F'), avstandet
mellan plattorna (x) plattornas area (A), potentialen mellan plattorna (V) och
den elektriska permittiviteten (g). Nu sétter jag upp 16sningen lite annorlunda
for att visa att man kan arbeta med lite olika metoder. Jag listar variablerna
och deras dimensioner:

F A | x| e 14
MLT?2[12|L|TEEMIL3 | ML2T 31!

Vi ser att dimensionen for strom [I] bara finns i tvd av de oberoende vari-
ablerna (e, V) s& dom sétter vi samman for att reducera bort den dimensionen
i kombination med den beroende variabeln. Samtidigt reducerar vi bort dimen-
sionen for de variabler (A, x)som enbart har dimensionen lingd.

F Ajx? | eV?
MLT 21 T*PM TL3MZLIT 012
ML T2

Hér far vi tva dimensionslésa grupper genom att kombinera variablerna.

F
Iy = =
A
lej

eller

F A
2=\ =
eV x
da vi inte har nagra randeffekter kommer kraften som verkar att vara pro-
portionell mot arean vilket da ger

Po® onstant
——— = konstan
AeV?2
vilket #r det slutgiltiga resultatet. Denna kan vi skriva om i en form som
dr mer kiind och med en konstant som kan bestidmmas experimentellt eller teo-
retiskt.

AeV?
2

F=C

Vilket stimmer med teorin med de antaganden vi gjorde.
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5.9 Utstralad effekt fran en accelererad elektrisk
laddning

Nér det giller elektromagnetsik stralning ér en typisk killa till denna en laddad
partikel som genomgér en harmonisk (accelererad) rorelse. Vi skall nu applicera
dimensionsanalys for att f& en allmén 16sning till hur stor effekt som stralas ut.
Vi kommer inte att fa en exakt losning da vi inte har de geometriska forutsét-
tningarna i problemet.

Vi antar att vi har en laddad partikel (q) som utsétts for en acceleration (a)
och vill ta reda pa den utstralade effekten (P). Denna acceleration kan vara i
formen av en harmonisk rorelse och uttryckas pa olika sitt. Elektromagnetisk
stralning och dess egenskaper kommer att bero pa de elektriska och magnetiska
egenskaperna hos mediet (vakuum), dvs den elektriska permittiviteten (o) och
den magnetiska permeabiliteten (i), men da ljusfarten (c) beror pa dessa (¢ =

\/5(170) kan jag anvinda den och ¢q lika gidrna som g¢ och p.

Vi har d& identifierat 5 variabler, en beroende (P) och fyra oberoende (q,a,c,e).
Observera att accelerationen #r en vektorstorhet, men da effekten #r en skalir
kan vi ta storleken av accelerationen. I verkligheten kommer accelerationens rik-
tning ha betydelse for riktningen pa den utstralade effekten men inte den totala
storleken.

Vi sétter upp en tabell med variablerna och deras dimensioner.

P | ML?’T—3

q | TI

a | LT?

e | IPT*M-TL73
c | LT

Vi ser att vi har fyra (4) oberoende variabler och fyra (4) dimensioner

P~ qaabef)cd

vilket ger:

~| N =
|
o
|

med l6sningen:

a=2

b=2
c=-1
d=-3

Vilket ger det generella resultatet:




dér k dr en numerisk konstant som beror pa problemstéllningens geometriska
egenskaper. Hir kan vi jaimfora med resultaten for utstralad effekt fran en lad-
dadpartikel i cirkuldr bana i ett plan (a = rw?). Detta har beriiknats av bland
annat Jackson [6], med resultatet (jag har skrivit om resultatet i samma termer
som anviints hir):

B 2 q2a2
 4mey 363

p

Vilket visar att vart resultat dr korrekt nir det giller storleksordningen.
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5.10 Gravitionell avb§jning av ljus

Enligt den generella relativitetsteorin, kommer ljus som passerar en massa att
bojas av. Vi skall nu titta pa det problemet med hjélp av dimensionsanalys. Vi
bérjar med att definiera vad vi menar med avbdjning och hur vi skall uttrycka
den. Den enklaste definitionen som vi har baseras pa en ljusstrale som kommer
néra en massa och bojs av. Med avbojning menar vi da den vinkel vi far mellan
riktningen fore och efter avbojningen (figur 5.1).

Figur 5.1: Avbdjning av ljusstrale.

Observera att vi antar att vinkeln dr liten och anges i radianer. Vinklar &r
dimensionslosa storheter vilket férenklar for oss.

Vilka variabler kan péverka avbodjningen? Massan (m) och det nirmaste
avstandet (r) dr ganska uppenbara. I tilligg sd maste gravitationskonstanten
(G) och ljusfarten (c) ingd som variabler. Vi siitter upp en tabell.

0 1

m | m

T L

G| I’T32M1
c LT 1

Vi ser att vi har fyra variabler men bara tre ekvationer. Vi har alltsa ett
underbestimt ekvationssystem och det enda vi kan gora &r att se om vi kan
reducera problemet till en sa enkel form som mojligt. Detta kan vi géra genom
att bilda en II-grupp eller genom att forenkla ekvationssystemet. Vi borjar med
det senare.

Vi sétter upp problemet och forenklar det.

0 ~mrtGec?

vilket ger:
L: | b+3+d=0
M : a—e=0
T: —2e—d=0
Vi ser att a = e och d = —2e , fran detta far vi att b = —e . med andra ord
far vi att

rc?

O ~ mér G = (mG)e
Ett resultat som &r identiskt med skapandet av en II-grupp.
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Hér far vi ett mer generellt resultat med II-gruppen, d& funktionen ér obestédmd,
till skillnad mot exponential funktionen ovan. Hér kan nu den okéinda funktionen
uttryckas som ett polynom av exponentialfunktioner.

I och med att vi inte kan gé vidare utan kunskaper om fysik, behover vi titta
pa fysiken bakom och effekterna vi far. Om vi betraktar den foérsta 1osningen
(som bor imitera den ledande exponenten i funktionen) och tittar vad som hén-
der vid extremerna, till exempel da m — 0. Hér forviintar vi oss att avbojningen
skall g& mot noll, med andra ord exponenten e méaste vara positiv (e > 0). Vi
observerar #ven att dndringen i vinkeln 6, nir m — 0 bor vara liten men inte
noll. Med andra ord:

40 d <m§> =eKm°™!

dm dm \ rc

dér dndringen i vinkeln fér sma m bor vara oberoende pa m, med andra ord
exponenten e = 1. Argumentet dr lite svagt men fungerar.

Det slutgiltiga resultatet blir da:

PRI

Dér konstanten k£ behover bestdmmas. Det visar sig att konstanten kan rék-
nas ut fran teorin och blir &k = 4. Vilket gor det mojligt att beriikna avbojningen
vid exempelvis solen. Sétter man in dom numeriska virderna finner man att
avbojningen av ljus vid solen blir maximalt (vid solen yta) 8.5 x 10~° radianer.
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5.11 Temperaturen for ett svart hal

Vi skall nu tackla ett svarare problem, ndmligen temperaturen foér ett svart hal.
Det vi skall titta pa dr egentligen den temperatur som Hawking stralningen fran
Schwartschild-radien hos ett svart hal uppvisar. Genom att titta pa tempera-
turen behover vi inte titta pa storleken hos det svarta hélet. Vi tittar forst pa
vilka variabler vi har. Temperaturen (T), ljusfarten (c), gravitationskonstan-
ten (G), Plancks konstant (i) d& vi har kvantfenomen inblandade, Boltzmans
konstant (kp) och massan hos det svarta halet (M).

T | kB c G h M
O ML2T?20 ' [LT | L3T2M [ ML2T ' | M

Vi ser att dimensionen for temperatur (©) kommer in i tva av variablerna
s& dessa kombineras for att reducera bort denna.

kT c G h M
ML2T?2 LT [T 2M | MLET ' [ M

Nista steg tar vi genom att starta med den variabel som bara har en di-
mension och kombinera den med en annan for att se om vi far tva grupper med
samma dimensioner. I detta fall ser vi att vi kan kombinera ¢ och M for att fa
samma dimension som kgT.(bada har samma dimension som energi)

kgT Mc? G c h M
MIZT?2|ML2T 2|37 M T |LT T ML2T 1T | M

Var forsta dimensionslésa grupp blir da:

_ Mc?
" kgT

I n#sta dimensionslésa grupp skall vi inte anviinda M ( som redan anvénts
en gang) utan vi tar de variabler som inte anviints G och k. Tar jag produkten
av dessa forsvinner massdimensionen vilken da bara finns kvar i kT, varfor vi
maste ta kvoten fér att ha massdimensionen i tva variabler.

I

kT G/h c
MLZT 2 [LIT3M 2 | LT !

Nu ser vi direkt att kg7 har ett kvadratiskt beroende for att vi skall f& bort
mass dimensionen.

GRET?]h | ¢
L5T° |LT!
GELT?[hé®

1

vilket ger var andra dimensionsltsa grupp:
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GKLT?
hed

IIp =

vart resultat blir da:

Gk%T? Mc?
hed kT
Om vi nu utnyttjar att gravitationskonstanten alltid férekommer med massor

och det faktum att variablerna G och M férekommer i stelldira sammanhang
tillsammans som en variabel (GM) sa far vi:

Gk%T 2 Mc?
he kpT = Konstant
Om vi forenklar och omformulerar:
he?
T=C-
GMkg

Vilket dr vart resultat for temperaturen for ett svart hal.
Detta skall jaimforas med resultatet som man far fran teorin.
hed

T= SeGiiks
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Bilaga A

Enheter och deras
dimensioner i SI systemet

Storhet Enhet SI symbol | Dimension
Langd meter m L

Tid sekund S T

Massa kilogram | kg M
Temperatur kelvin K (C]
Elektrisk strom | ampere A I
Ljusstyrka candela | cd J
Materieméngd | mol mol N

Tabell A.1: SI-systemets grundenheter med dimensioner
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Namn Symbol | Storhet i basenheter uttryckt i | Dimension
andra SI
enheter
radian rad vinkel m/m 1 1
steradian | sr rymdvinkel m?/m? 1 1
hertz Hz frekvens s~ T T1
newton N kraft kg m s ML T2
pascal Pa tryck kgm~Ts™2 N/m? ML TT?
joule J energi,  ar- kg m? s—2 Nm ML?T2
bete, virme
watt W effekt kg m? s3 J/s ML?T3
coulomb | C elektrisk s A TI
laddning
volt N spanning, kgm? s73 A~t [ W/A ML?T 31!
emf
farad F elektrisk ka- | ke=! m=2s* A% [ C/V M-1L=2T41?
pacitans
ohm Q elektriskt kgm?s3 A=2 | V/A ML2T 312
motstand,
impedans,
reaktans
weber Wb magnetiskt kgm?s 2 AT | Vs MLZT 217!
flode
tesla T Magnetisk kgs—2 AT Wh/m? MT 21!
faltstyrka
henry H induktans kg m?s=2 A=2 | Wb/A ML?2T 21?2
lumen Im ljusflsde cd cd sr J
lux Ix illuminans m~2 cd Im/m? L2J
becquerel | Bq radioaktivitet 5T T T
gray Gy absorberad m? 572 J/kg L2 T2
dos  (stral-
ning)
sievert Sv ekvivalent m? 572 J/kg L? T2
dos  (stral-
ning)
katal kat katalytisk s~ 'mol T-I'N
aktivitet

Tabell A.2: Exempel pa hirledda enheter och deras dimensioner




Bilaga B
Prefix i SI systemet

Si systemet omfattar inte bara enheter utan hir finner i viiven regler for hur
enheter, storheter och tal skall skrivas. S& systematiseringen och standarder
omfattar ganska mycket. Mer information om detta finns i [3]. Ett omrade som
dr aktuellt for studenter #r bruken av prefix . Det var den 11e CGPM (1960) som
antog en serie med prefix, namn, form och symboler fér decimala multiplar och
submultiplar av SI enheterna, fran 10'2 till 10712, Prefix for 1075 och 10~ '8
las till av den 12e¢ CGPM (1964), 10! och 10'® av den 15e CGPM (1975), och
10%1,10%4, 1072 och 10724 av den 19¢ CGPM (1991,).Tabellen ger de godkinda
prefixen.

Faktor | Namn | Symbol | Faktor | Namn | Symbol
10* deca da 101 deci d
102 hecto | h 1072 centi c
10° kilo k 1072 | mili |m
108 mega | M 10-° micro | p
10° giga G 107? nano | n
1012 tera T 1012 pico P
101 peta P 10~ | femto | f
1018 exa E 10~ | atto a
1071 zetta | Z 1072% | zepto | z
10%4 yotta | Y 10~%* | yocto |y

Tabell B.1: Prefix i SI systemet

Prefix symboler foljer samma skrivregler som enhetssymboler, och skall skri-
vas in normal (roman) stil och sitt samman med enhetssymbolen utan mellan
rum. Namnen skrivs pa samma sétt som enhetsnamnen med liten begynnelse-
bokstav utom i bérjan av en mening.

o7



58



Bilaga C

Dimensioner for

universalkonstanter

Namn Symbol | Enhet Dimension
Gravitationskonstanten G Nm?/kg? | L3 T2 M !
Ljusfarten (vakuum) ¢,Co m/s LT !
Permeabiliteten (vakuum) I Vs/Am MLT 2172
Permittiviteten (vakuum) €0 As/Vm ™rEMIL?
Elementar laddningen e C IT

Bohr magnetonen 1y J/T,Am? [ I21T

Plancks konstant h,h Js M L2 T !
Stafan-Boltzmanns konstant | o W/m?K* [ M T30
Boltzmanns konstant kkp J/K ML2T 20!

Tabell C.1: Dimensioner fér universalkonstanter

59




60



Bilaga D

Exempel pa
dimensionsbetraktning:
Stigning i1 kapillar

Man kan ofta klara sig med en dimensionsbetraktning utan att anvinda sig av
II-teoremet. Jag har visat tidigare detta exempel med Il-teoremet och dimen-
sionslosa variabler. Hir gor vi det utan dessa:Vi tittar pa en kapillidr och vill
bestimma stighdjden i kapilldren. Har vi en viitska och ett antal rér med olika di-
mensioner kommer vitskan att befinna sig pa olika hojd (se figur D.1) beroende
pa ytspidnningen som ger upphov till en kapilldrstigning. For den som inte vet
vad ytspdnning dr rekommenderas att man tittar i en bok eller pa webben.

Figur D.1: Kapilldrstigning

Hér dr den sokta storheten stightjden (h) och vi skall se vilka variabler som
kan tidnkas paverka. Vi tittar pa en forstorad bild av situationen i figur D.2.

Vi ser att diametern pa roret (d) bor paverka. Ytspianningen(o) hos vit-
skan, viitskans densitet(p) och tyngdaccelerationen (g), hir kommer &ven en
dimensionslds storhet, kontaktvinkeln (6), att komma in.

Vi séitter upp en tabell 6ver storheterna och deras dimensioner.
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Storhet symbol | Dimension
Stighojd h L
Diameter d L
Ytspidnning o MT—2
Densitet P ML—3
Tyngdacceleration | g LT
Kontaktvinkel 0

Sambandet (funktionen vi soker ér:

h=Fk-d*-of p7.g°.6°

Med dimensionssambandet:

L=ro(MT-2)" (ML=3)" (LT-2)°

vilket vi sétter upp i ett ekvationssystem i de olika dimensionerna:

L: 1=a—-3y+96
T: 0=-28-26
M : 0=pF+7
Hér ser vi ett samband mellan 3, och 6.

B=—

o =7
vilket ger:
oa=1+4+2y

med andra ord:

h=K-d".077.p7. g7

det enda vi behover gora dr att mita stightjden som funktion av rérens
diameter. En sddan métning ger att stightjden dr omviint proportionell mot
rordiametern, det vill sdga att o = 1 4+ 2y = —1 vilket ger v = —1 och:

h:K-d_l-U-p_l-g_l :K'ﬁ

Ytterligare métningar ger K = 4 cosf.

Hér kan vi inte fa ett fullstéindigt samband med dimensionsbetraktning men
problemet blir mycket enklare, da experimentens omfattning minskas.
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