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| de siste tidrene har flere land framhevet arbeid med matematisk resonnering, argumentasjon og bevis i sine
lereplaner og anbefalinger for undervisning i matematikk. Denne trenden gjenspeiler seg ogsa i den norske
lereplanen LK20 (Kunnskapsdepartementet, 2019), der resonnering og argumentasjon er et av
kjerneelementene i matematikkfaget. Kjerneelementer definerer aspekter ved faget som bgr ga igjen i arbeid
med ulike matematiske temaer, og som elevene ma arbeide med for & kunne mestre faget. Slik legger den norske
leereplanen opp til at arbeid med resonnering og argumentasjon er integrert i all matematikkundervisning. |
denne teksten ser vi neermere pa hva arbeid med resonnering og argumentasjon pa barnetrinnet kan innebaere.

HVA ER MATEMATISK RESONNERING OG ARGUMENTASJON?

| arbeid med matematikk utvikler vi hele tiden ulike matematiske pastander som handler om egenskaper ved
matematiske objekter og/eller relasjoner og sammenhenger mellom ulike objekter. Med matematiske objekter
mener vi alt som vi studerer i matematikk: tall, figurtall, geometriske former, ligninger, funksjoner, algebraiske
strukturer, etc. Noen eksempler pa matematiske pastander er «tallet fem er mindre enn tallet atte», «alle figurer
pa tavla er trekanter», eller «det finnes uendelig mange primtall». Matematiske pastander kan ogsa veere pa
formen «lgsning pa denne oppgaven er 14» eller «min lgsningsstrategi er rett», da slike pastander i grunnen
ogsa handler om noen matematiske objekter eller relasjoner mellom dem. Noen matematiske pastander er
sanne, andre er usanne.

Matematisk resonnering innebeaerer to ulike typer prosesser (Jeannotte & Kieran, 2017). Den fgrste typen
prosesser handler om a lete etter likheter og ulikheter og a utvikle matematiske pastander. Den andre typen
prosesser handler om a finne ut om pastandene er sanne eller ikke, og hvorfor. Det er den siste typen prosesser,
det a finne ut om hypoteser er sanne eller ikke, vi kaller for argumentasjon. Dersom argumentasjonen
tilfredsstiller noen bestemte krav, kalles den et bevis.
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EKSEMPEL TELLE | KOR MED STEG 4 FRA 5

Pag et 5.trinn planlegger lzereren G be elever om a telle i kor i steg pd 4, med start i tallet 5, og hun planlegger G
notere tallene pd tavla i form av en tabell med rader pd fem, som vist nedenfor. Laereren har videre tenkt G spgrre
elevene om de ser noe mgnster blant tallene.

5 9 13 17 21
25 29 33 37 41
45 49 53 57 61
65 69 73 77 81

Aktiviteten gir rike muligheter for resonnering. Det er ulike matematiske pastander som kan komme frem under
arbeidet, som for eksempel:

- «Alle tall i tabellen er oddetall» og «De fire tallene i fgrste kolonne slutter alle pa 5», de kommer fram
gjennom identifisering av mgnster.

- «Alle tall i denne tellingen (i steg pa 4, fra 5) vil vaere oddetall, uansett hvor langt vi teller» og «Alle tall i
forste kolonne vil slutte pa 5 uansett hvor langt vi fortsetter a telle» er pastander som omhandler mer enn
det som kan observeres i tabellen, og er resultat av en generalisering.

- «9o0g 29 har samme siffer pa enerplassen» og «29 har to flere tiere enn 9» er pastander man kommer frem
ved @ sammenligne.

- Pastanden «Alle tall i tabellen er oddetall» kommer frem gjennom identifisering av mgnster, men ogsa
gjennom a vurdere tall ut fra om de er partall eller oddetall, altsa klassifisering.

Noen matematiske pastander er apenbart sanne eller apenbart usanne i en klasse. Et eksempel pa en pastand
som er apenbart sann pa et 5.trinn, kan veaere at tallet 29 har to tiere mer enn tallet 9. Det er derimot ikke sa
apenbart om pastanden «alle tall i fgrste kolonne vil slutte pa 5 uansett hvor langt vi fortsetter a telle» er sann
eller ikke, da sier vi at pastanden er en hypotese. Vi kan ikke vaere sikre at det mgnsteret vi har lagt merke til i
starten av tellingen vil fortsette. For & veaere sikker pa at det vil fortsette, ma det undersgkes mer hvorfor
mgnsteret oppstar. Noen pastander er kanskje ikke dpenbart sanne eller usanne, men de er blitt tidligere
undersgkt i felleskapet og slikt sett er det ikke tvil om dem. Et slikt eksempel pa 5.trinn kan vaere pastanden «tall
som slutter pa 5 er oddetall». Det er derimot ikke sikkert at den samme pastanden er blitt undersgkt pa et 2.trinn
som nettopp har kommet i gang med arbeid om partall og oddetall.

Matematisk argumentasjon handler om a overbevise seg selv eller andre om at en matematisk pastand er sann
eller ikke, og hvorfor. For a argumentere, prgver man gjerne a sgke etter noen faktaopplysninger og forklaringer
i det man vet fra fgr, men ogsa etter stgtte i fasit, eller hos lzerer eller medelever. Et argument kan veere mer
eller mindre overbevisende, og det trenger ikke 3 vaere matematisk gyldig. For eksempel vil det siste, a sjekke
med fasit eller med leerer eller andre elever, kunne vaere overbevisende, men betraktes ikke som et matematisk
gyldig argument. Argumentet «alle tall i tabellen er oddetall, derfor ma det vaere bare oddetall uansett hvor
langt vi teller videre ogsa» i aktiviteten i eksempel 2 er et argument som kan sies & veere noe mer matematisk
enn a sjekke med fasit, men det er likevel ikke et matematisk gyldig argument. Det at tallene sa langt er oddetall,
medfgrer ikke ngdvendigvis at det vil fortsette slik, s argumentet gjgr pastanden mer sannsynlig, men ikke
ngdvendigvis sant.

Noen argumenter, som oppfyller visse krav, kan kalles matematiske bevis (Stylianides, 2007). Bevis er et
argument som bygger pa korrekte definisjoner og allerede kjente sammenhenger, som har en gyldig



argumentasjonsform og en passende uttrykksform. Bade utgangspunktet i bevis, i argumentasjonsformer og i
uttrykksformer er avhengig av elevers tidligere kunnskap og erfaring og vil vaere forskjellig fra trinn til trinn, og
klasse til klasse. Samtidig er det slik at utgangspunktet i argumentet skal veere matematisk korrekt (et argument
som starter med at partall er tall som bestar at to like sifre slik som 22, 33 osv., kan ikke veere korrekt i noen
klasser), og argumentasjonsformen skal veere matematisk gyldig slik en matematiker ville vurdert det. Vi ser
naermere pa matematisk gyldige og ugyldige argumentasjonsformer.

ARGUMENTASJON OG BEVIS FOR ULIKE TYPER HYPOTESER

Det finnes mange ulike argumenter og mange ulike bevis for gyldighet av en og samme hypotese. | dette
avsnittet skal vi se naermere pa hvordan argumentasjon og bevis for hypoteser som kan vaere relevante for
barnetrinnet kan se ut, og hvordan bevis kan variere med hensyn til hva en i) tar utgangspunkt i, ii) hvilken
argumentasjonsform en bruker og iii) hvilken uttrykksform en bruker.

| arbeid knyttet til bevis pa barnetrinnet kan vi skille mellom oppgaver knyttet til hypoteser som omhandler
(Stylianides & Ball, 2008):

e uendelig antall eksempler (slik som summen av to partall er alltid et partall). Vi kaller denne typen hypoteser
for generelle hypoteser,

e endelig mange eksempler (slik som det er akkurat 6 mater G ordne tre personer i en rekke), og

e et enkelt eksempel (slik som produktet av 12 og 30 ma veere lik produktet av 24 og 15),

Ulike typer hypoteser medfgrer noe ulike framgangsmater og utfordringer i arbeid med bevis. Vi strukturerer
derfor teksten under ut fra de tre hypotesetypene.

GENERELLE HYPOTESER

En generell hypotese omhandler uendelig mange objekter og utvikles gjerne ved at man ser etter likheter og
forskjeller mellom ulike objekter og identifiserer et mgnster eller en sammenheng. Det kan skje under arbeid
med oppgaver som er spesielt designet for at det skal arbeides med generelle hypoteser, eller i arbeid med
oppgaver som ikke opprinnelig har det formalet. Gabriel Stylianides (2008) skiller mellom fire ulike typer
argumenter for en generell hypotese, to av dem er matematisk gyldige, og to er ikke det.

Matematisk gyldig (bevis) Matematisk ikke gyldig (ikke-bevis)
Generisk eksempel Empirisk argument
Generell logisk slutning Redegjarelse

EKSEMPEL PA ULIKE TYPER ARGUMENTER

Elever pa 6.trinn har fatt i oppgave a finne ut om hypotesen «Alle hele tall som slutter pd 8 er partall.» stemmer.
Under ser du hvordan noen elever har svart pd oppgaven.

Kari Olive
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Det er alltid delelig med 2+ 54 det
er sant: Ta 38. Hver tier i1 38 kan deles i to like store deler (5+5), og
sd er det 8 til slutt, og det kan deles i to ogsad (4+4).




Efram Nils

Ja, det slewumern. Beb ev fordi 8 ev el | ja, det stemumer. Bt tall som slutter ph € har bestdir av en €-¢ev, og sit tiere.
potoull. Det kan vasre mange tieve slik at det blir hundiere, tusener osv. (mewn det
er bove masse tiere).

Hver tier er delelig med 2 (det bliv to feumere) og € er 0gsh delelig meo 2
(det bliv to fivere). Sh hele tallet ev da delelig med 2.

EMPIRISK ARGUMENT

Kari har sjekket pa noen eksempler at hypotesen stemmer. En argumentasjon som kun baserer seg pa utprgving
av en generell hypotese med et endelig antall eksempler kalles empirisk argument. Det er ikke et gyldig
matematisk bevis. Vi vet at elever ofte tyr til empiriske argumenter, og at det er utfordrende for dem a se hvorfor
disse ikke er gyldige.

Det at en hypotese som omhandler uendelig mange eksempler stemmer for noen eksempler, trenger ikke & bety
at det alltid vil gjelde som vi skal naermere pa senere. Selv om det ikke er gyldig, er et empirisk argument en type
argumentasjon elever ofte bruker, og det kan vaere et godt utgangspunkt som kan utvikles videre til gyldige
bevis.

REDEGJ@RELSE

Argumentet til Elfram er noe mer og annet enn empirisk argument. Ham peker pa en egenskap som har
betydning for sammenhengen i hypotesen, nemlig at det 8 er et partall, men han sier ikke noe om hvordan og
hvorfor det ma da medfgre at et helt tall som slutter med 8 er et partall. Det er et mangelfult argument som
ofte kalles redegjgrelse.

GENERISK EKSEMPEL
Bruk av et generisk eksempel er en mate & argumentere pa der man bruker et konkret eksempel/objekt, men
pa en generell mate, for a se hva som skjer og hvorfor. | argumentet ma man eksplisitt framheve og argumentere
for at tilsvarende vil skje pa alle andre eksempler. Bruk av et generisk eksempel er en matematisk gyldig
argumentasjonsform.

Vi ser at Olive har mye av det som trengs for et generisk eksempel. Hun tar utgangspunkt i 38 og trekker frem
strukturen i tallet: at det kan ses som bestaende av tre tiere og en 8-er. Hun bruker en tegning for a illustrere
hvordan hver av tiere kan deles i to like store deler, og det samme kan 8-eren. Det som mangler for at dette skal
veere et generisk eksempel er at hun argumenterer for at tilsvarende vil skje pa alle andre hele tall som slutter
pa 8. Andre hele tall som slutter pa 8 vil ha flere eller feerre tiere enn 38 (noen vil ha hundrere osv, med de bestar
ogsa at tiere) og alle de vil kunne legges pa videre i illustrasjonen og deles i to like store deler. Sa den ideen med
a utnytte strukturen «tiere og enere» Olive bruker pa 38, vil kunne gjelde for alle andre eksempler.

GENERELL LOGISK SLUTNING

Argumentet til Nils er en generell logisk slutning og er et gyldig argument. Han bruker den samme ideen som
Olive og bruker den samme strukturen av hele tall, men hans argument tar ikke utgangspunkt i et konkret
eksempel.

Generelle logiske slutninger er en argumentasjonsform man arbeider mye med som matematiker. Det utvikles
generelle resonnement («for alle eksempler omfattet av hypotesen») som bygger pa definisjoner og
sammenhenger som allerede er kjente for det gitte fellesskapet. Det at de er generelle innebaerer gjerne bruk
av algebraiske symboler, men det det er ikke alltid ngdvendig slik argumentet til Nils viser.



HYPOTESER SOM OMHANDLER ENDELIG MANGE EKSEMPLER

Noen matematiske oppgaver handler om & undersgke en situasjon og finne alle mulige svar. Eksempler pa slike
oppgaver er:

e Jeg har atte norske mynter i lomma. Hvor mye penger kan jeg ha? Finn alle mulige svar.

e lendyrebutikk har de atte hamstre og to hamsterbur. Hvordan kan hamstrene veere fordelt pa burene?
Finn alle mater.

e Huvis du skal legge sammen to tall fra tabellen nedenfor, hvilke summer kan du fa? Begrunn at du har

funnet alle.
1 2
4 8

Et svar pa en slik oppgave kan da betraktes som en hypotese om endelig mange eksempler. | oppgaven om
hamstre kan et svar veere: «Det er atte ulike mater hamstrene kan vaere fordelt pa.» For a veere sikker pa at
hypotesen stemmer, ma man vise de atte ulike matene som finnes, men ogsa at det ikke finnes flere andre mater
enn de atte.

Hypoteser som omhandler endelig mange eksempler, kan ogsa handle om andre egenskaper enn «alle mulige
svar», for eksempel:

o Alle primtall som er stgrre enn 3, men mindre enn 100, er én unna et tall i 6-gangen.

For 4 bevise at en slik hypotese ikke er sann, kan man prgve 3 finne et moteksempel, akkurat som for generelle
hypoteser. For & bevise at hypotesen er sann, kan man bruke en generell logisk slutning eller et generisk
eksempel slik som for generelle hypoteser. Men siden hypotesen omhandler et endelig antall eksempler, er
systematisk utprgving av alle eksemplene ogsa en mulig tilnaerming som er matematisk gyldig. Noen elever har
svart pa oppgaven om atte hamstre og to bur som nedenfor til venstre.
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Vart argument er:

Elevenes opplisting er noe usystematisk og da kan det skje at noen muligheter ikke er med. For & argumentere
for, og veere sikker pd at man har tatt med alle kreves det systematikk. Elevene i eksemplet til hgyre bruker
systematisk opplisting til 8 argumentere for at de har funnet alle kombinasjoner.



ARGUMENTASJON SOM OMHANDLER ENKELTEKSEMPLER

Svaert mange oppgaver i skolematematikken gar ut pa a finne et bestemt tallsvar, og ikke en generalisering.
Eksempler pa slike oppgaver er:

o 12+67=7

e  Hvor mye far hver elev hvis 5 pizzaer skal fordeles likt mellom 25 elever?
e Hvor langt kan en bil kjgre hvis den har 18 liter i tanken?

e Hvor mye merer 12- 11 enn 12-9?

Hvis svaret pa en slik oppgave ikke er apenbart og framgangsmaten ikke er kjent, kan Igsningsforslag pa
oppgaven betraktes som en hypotese som ma undersgkes mer for & finne ut om den er sann eller ikke sann,
altsa argumenteres for og bevises. | LK20 star det at elevene bgr argumentere for Igsninger og fremgangsmater,
og det handler om mer enn & bare regne ut et svar.

Elever er gjerne godt vant til a fortelle hvordan de kom frem til svaret. Men & argumentere for en fremgangsmate
handler ikke bare om a gjengi stegene i en prosedyre — altsa hva man har gjort. Det handler ogsa om a begrunne
hvorfor stegene gir mening for a Igse oppgaven: hvor tallene i utregningen kommer fra, sette ord pa egenskaper
som benyttes, argumentere for valg av regneoperasjon, argumentere for rekkefglgen pa stegene som tas, osv.

| arbeid med problemlgsningsoppgaver er fremgangsmaten og svaret ikke kjente pa forhand (per definisjon av
problemlgsning) og slike oppgaver gir en god mulighet til 3 jobbe med a argumentere, i stedet for a bare fortelle
hva man har gjort. Nedenfor er et eksempel pa en problemlgsningsoppgave som kan brukes pa 3-4.trinn, og en
mate a argumentere for fremgangsmaten og resultatet.

EKSEMPEL ARGUMENT FOR LASNINGSSTRATEGI OG RESULTAT

La oss tenke oss arbeid med 3-4.trinn med fglgende oppgave:

Sara og Jesper selger boller og muffins pa skoleavslutningen. Bollene koster 10 kroner per stykk, mens
muffinsene koster 15 kroner per stykk. De selger tre ganger sa mange boller som muffins. Bollesalget
gir 720 kroner i kassa. Hvor mye penger far de inn totalt pa salget av boller og muffins?

En besvarelse utformet som et argument kan vaere:

- Vifinner fgrst ut hvor mange boller de har solgt. Siden hver bolle koster 10 kroner og de tjener til sammen
720 kroner pa bollesalget, ma de ha solgt 720:10=72 boller.

- Safinner vi ut hvor mange muffins de har solgt. De har solgt tre ganger sa mange boller som muffins, altsa
er antall muffins bare en tredjedel av antall boller. Det vil si at de har solgt 72:3=24 muffins.

- Vifinner ut hvor mye penger de tjener pa muffinsene ved @ multiplisere antall muffinser de har solgt (altsa
24) med hvor mye hver muffins koster (altsa 15 kroner). Det gir 24-15=360 (siden 24-10=240, og 24-5=120,
og 240+120=360).

- Til slutt legger vi sammen det de tjente pa bollene og det de tjente pa muffinsene, noe som gir
720+360=1080 kroner.

| besvarelsen kan vi se hvordan det blir gjort tydelig hva man starter med, hvordan man gar videre, hvor tallene
kommer fra, hva som er fgrer til hva. Det er ikke lett for elever & lzere a argumentere for sine Igsninger pa en sa
tydelig mate, og leereren ma prgve a fremheve hva som ma til, hvordan man kan ga fram.

Det er ikke bare tekstoppgaver man skal argumentere i, det gjelder alt som er nytt og ikke apenbart. Vi ser
narmere pa et eksempel knyttet til arbeid med en regnestrategi.



EKSEMPEL GYLDIGHET AV EN REGNESTRATEGI
Elever pa 2. trinn jobber med oppgaven 31 + 26. En av elevene, Mari, skriver fglgende:

31+26 30+27 57

Laereren spgr hvordan hun vet at svaret 57 blir rett. Mari sier: «Jeg flyttet 1 fra 31 til 26. Da blir det 30 + 27, og
det er lettere a regne da — det blir 57.»

Det er klart for oss som kjenner til regnestrategien at Mari bruker en strategi som er gyldig i den gitte oppgaven
og som ogsa kan brukes generelt i addisjon av to vilkarlige tall. Hvis elevene har jobbet med strategien tidligere,
og det ikke er noe tvil om at «det gar an a flytte 1 mellom tallene i addisjon, summen blir den samme» er sant
og hvorfor, er Igsningen til Mari bare en konsekvens av det, og det er ikke ngdvendig a argumentere for den mer
enn hun gjgr. Men hvis den strategien er noe som ikke er kjent for elevene i Maris klasse fra fgr, er hennes
argumentasjon mangelfull. For Mari har bare fortalt hva hun har gjort og ikke hvorfor det hun har gjort gir
mening og medfgrer at hennes hypotese («svaret er 57») er rett. Et spgrsmal som kan lede videre til et gyldig
matematisk argument, er: «Hvordan visste du at du kunne gjgre det slik, at det blir samme svar nar du flytter 1
fra det ene tallet til det andre tallet i et addisjonsstykke?». For a klare a argumentere er det avgjgrende a fa fram
betydningen av den involverte operasjonen gjennom en regnefortelling eller tegning. Det er fgrst da vi kan si
noe om hvorfor regnestrategien kan brukes og hvorfor den vil gi rett svar.
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