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S@K3004- Videregaende matematisk analyse

Oppgave 1 (30%)

Betrakt systemet av differensiallikninger

(1) dX /dt=rX(@—- X / K)—aXY

0g

(2) dY /dt=sY(Q-Y/L)+ BYX

hvor r, K, s, L, a og g alle er positive koeffisienter. Dette systemet kan tolkes som en biologisk
rovdyr — byttedyr modell hvor X er byttedyret og Y rovdyret.

a) Finn likningene for X -isoklinene og Y -isoklinene. Finn ogsa den indre likevekten.

b) Vis ved piler hvordan systemet beveger seg utenfor likevekten. Synes likevekten & vare stabil?

¢) Finn Jacobimatrisen og vis hvordan du ville gatt fram hvis du formelt skulle undersgke stabiliteten.
d) Betrakt differenslikningen X,,, =bX, +c¢ hvor b og c er konstanter. Las ligningen og undersgk

stabiliteten for ulike verdier pa konstantene. lllustrer ogsa ved bruk av figur.

Oppgave 2 (30%)
En bedrift har L arbeidstimer til radighet for produksjon av to produkter, X >0o0g Y >0. Disse
selges til faste priser, henholdsvis p og q. Produksjonen av X enheter krever o X? arbeidstimer og

produksjonen av Y enheter krever gY timer slik at X+ SY <L Anta at bedriftens inntekt gnskes
maksimert.

a) Vis farst lgsningen pa optimeringsproblemet med en figur.

b) Still opp Kuhn-Tucker betingelsene for problemet.

c) Finn deretter optimal produksjon.

d) Finn ogsa prisen (skyggeprisen) pa arbeidstidsbeskrankningen. Tolk denne.

e) Finn til slutt hvilke effekter sma endringer i prisene p og ¢ har pa optimal produksjon og

skyggepris.

Oppgave 3 (20 %)

a) Beregn fglgende integral

i) || 2x*—2x* —=x*+ jx, i) [Inxdx og iii) | —————dx.
! 2 (2x2—x+1)3

b) Finn den allmenne Igsningen av differensiallikningen —x = 3x*te ™. Finn ogsa lgsningskurven som
gar gjennom punktet (t,x) = (0,4).
¢) Gitt matrisene
5 4 1 b
A= og B= ,der k , b og c er konstanter.
k 3 c 2

i) Beregn matriseproduktet AB
ii) Finn de verdier av k hvor A har en invers. Finn den inverse.

Oppgave 4 (20%)

Vi har fglgende ligningssystem hvor x ogy er de endogene variable ogvogu er de eksogene
variable:

X’ +e ™t —xy=1

Iny—u+2v’=e
Finn ved hjelp av differensiering hvilke effekter sma endringer i de eksogene variable har pa de
endogene variable.



S@K3004- Videregaende matematisk analyse

NYNORSK

Oppgave 1 (30%)

Vi har fglgjande system av differensiallikninger

(1) dX /dt=rX(@1- X / K)—aXY

0g

(2) dY /dt=sY(1-Y/L)+ pBYX

hvor r, K, s, L, @ og g alle er positive konstantar. Dette systemet kan tolkas som ein biologisk
rovdyr — byttedyr modell hvor X er byttedyret og Y rovdyret.

a) Finn likningane for X -isoklinane og Y -isoklinane. Berekn ogsa indre jamnvekt.

b) Syn med pilar korleis systemet rayrer seg utanfor jamnvekt. Synes jamnvekten a vere stabil?

¢) Finn Jacobimatrisen og syn korleis du ville gatt fram om du formelt skulle undersgke stabiliteten.
d) Betrakt differenslikningen X,,, =bX, +c der b og c er konstantar. Lgys likninga og undersgk

stabiliteten for ulike verdiar pa konstantane. Illustrer ogsa ved bruk av figur.

Oppgave 2 (30%)
Ein bedrift har L arbeidstimer til radighet for produksjon av to produkter, X >0o0g Y >0. Desse
seljes til faste prisar p og q. Produksjonen av X enheter krevjer o X * arbeidstimer og produksjonen

av Y enheter krevjer Y timer séleis at o X*+ BY <L Anta at inntekta til bedriften gnskjes starst
mogleg.

a) Syn farst lgysinga pa optimeringsproblemet med ein figur.

b) Still sa opp Kuhn-Tucker betingelsene for problemet.

c) Finn deretter optimal produksjon.

d) Finn ogsa skuggjeprisen pa arbeidstidsbeskrankninga. Tolk denne.

e) Finn til slutt korleis sma endringar i prisene p og q endrar optimal produksjon og skyggepris.

Oppgéve 3 (20 %)

a) Berekn fglgjande integral

i) || 2x*—2x* —=x*+ jx, i) [Inxdx og iii) | —————dx.
! 2 (2x2—x+1)3

b) Finn den allmenne lgysinga av differensiallikninga —x = 3x*te™. Finn ogsa lgysingskurven som
gar gjennom punktet (t,x) = (0,4).
c¢) Gjeve matrisene
5 4 1 b
A= og B= ,der k , b og c er konstantar.
k 3 c 2

i) Berekn matriseproduktet AB .
ii) For kva verdiar av k har A ein invers? Finn den inverse.

Oppgave 4 (20%)

| falgjande system av likningar er x ogy er dei endogene variable ogvogu er dei eksogene variable:
X +e ™ —xy=1

Iny—u+2v:=e

Berekn ved hjelp av differensiering korleis sma endringar i dei eksogene variable paverkar dei
endogene variable.
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