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S@K 3004 Videregaende Matematisk Analyse

Ta de forutsetninger du matte finne ngdvendig. %-satsene bak oppgavenummereringen er kun
ment som en indikasjon pa hvordan de ulike oppgavene kommer til & bli vektet ved sensuren.

Oppgave 1 (15%)

Las falgende integraler:

a)
j (x +1)dx
X
b)
jmT)z(dx
X
c)

2 3
IGX Ir;(x +2) dx
X" +2

Oppgave 2 (20%)

Betrakt en gkonomi hvor vi har to tidspunkt, i dag (t=0) og i morgen (t =1). Pa tidspunkt

t =1 vil gkonomien havne i en av to tilstander (s ), haykonjunktur (s = h) eller lavkonjunktur

(s=1). Det finnes to finansielle aktiva i gkonomien som vi kan investere i, aktivum A og

aktivum B . Prisen pa aktivaene pa tidspunkt t =0 kan sammenfattes i falgende prisvektor:
P,=(P, P,)=(52 5/2)

Prisene pa tidspunkt t =1 kan sammenfattes i fglgende prismatrise (toppskriftene (s=1,h)

indikerer om gkonomien er i hay- eller lavkonjunktur):

(Py Py) (1 2
Pl_Ph P 110 5
A 'B

Antall enheter av de to aktivaene vi har kjgpt kan sammenfattes i vektoren
X 2
X = A =
(XBJ (1J
a) Hva er verdien av portefgljen var pa tidspunkt t =0 ?

b) Hva er verdien av portefaljen var pa tidspunkt t =17

¢) Hvordan kan vi sette opp en portefalje som har verdi lik 2 pa tidspunkt t =1 uansett
hvilken tilstand gkonomien havner i?

d) Hva er verdien av portefaljen i spgrsmal c) pa tidspunkt t = 0? Hva kan du si om den
risikofrie renten i gkonomien?
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S@K 3004 Videregaende Matematisk Analyse
Oppgave 3 (25%)

Gitt funksjonen
f (X, X,) = X, + X,.

Betrakt optimeringsproblemet
max f (X, X,)

under bibetingelsene
X2+ X5 <2
X, <0.

a) lllustrer bibetingelsene grafisk i samme figur.
b) Finn maksimumsverdien til f(x;, x,) med de tilhgrende optimale verdiene for x, og X,.

¢) Anta na at det kun er én bibetingelse,
X +xZ=b, beR,,.
Finn optimal x, og x, og tilhgrende verdi for Lagrangemultiplikatoren.

d) Bruk resultatene fra sparsmal c) til a finne et uttrykk for den optimale verdifunksjonen for
det tilhgrende optimeringsproblemet.

e) Bruk den optimale verdifunksjonen til & gjenfinne Lagrangemultiplikatoren fra spgrsmal c).

Oppgave 4 (20%)
I denne oppgaven blir funksjonen y = g(x) beskrevet med geometriske egenskaper til grafen
til funksjonen. For hvert av spgrsmalene skal du skrive ned en differensiallikning

% = f(x,y) som har funksjonen g som lgsning (eller som en av lgsningene).

X

a) Helningen til grafen til g i punktet (x,y) er lik summenav x og vy .

b) Linjen som tangerer grafen til g i punktet (x,y) skjeerer x-aksen i punktet (2,0).

¢) Enhver rett linje som star normalt (ortogonalt) pa grafen til g gar gjennom punktet (0,1) .

Hint: Alle rette linjer som star normalt pa linjen med stigningstall a, a # 0, har stigningstall
1

a

d) Linjen som tangerer grafen til g i punktet (x,y) gar gjennom punktet (-y, x).
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S@K 3004 Videregaende Matematisk Analyse
Oppgave 5 (20%0)

Endringer i populasjonen P av rotter pa en gde gy kan beskrives med differensiallikningen

Z—T = 0,06P —0,0004P?.

a) Tegn et retningsdiagram for z—f (la P €[0,300] og t €[0,100]).

b) Hvor stor vil populasjonen bli nar t — o0 ?

¢) Hvordan endrer populasjonen seg nar
1. P(t)=2507?
2. P(t)=1507?
3. P(t)=507?

d) Endringer i populasjonen av rotter pa nabogyen kan beskrives med den samme
differensiallikningen. Du far oppgitt at P(0) = 0. Hva kan du na si om populasjonen nar

t — o0 ? Gi en kort forklaring pa svaret ditt.
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S@K 3004 Videregaende Matematisk Analyse

Ta dei fgresetnadane du matte finne ngdvendig. %-satsane bak oppgavenummereringa er
berre meint som ein indikasjon pa korleis dei ulike oppgavene kjem til & bli vekta ved
sensuren.

Oppgave 1 (15%)
Lgs fylgjande integral:

a)
j (x +1)dx
X
b)
jmT)z(dx
X
c)

2 3
IGX Ir;(x +2) dx
X" +2

Oppgave 2 (20%)

Betrakt ein gkonomi kor vi har to tidspunkt, i dag (t=0) og i morgon (t =1). Pa tidspunkt
t=1 vil gkonomien komme i ein av to tilstandar (s), hggkonjunktur (s=h) eller
lagkonjunktur (s=1). Det fins to finansielle aktiva i gskonomien som vi kan investere i,
aktivum A og aktivum B . Prisen pa aktivane pa tidspunkt t =0 kan samanfattast i fylgjande
prisvektor:
P,=(P, P,)=(52 5/2)

Prisene pa tidspunkt t =1 kan samanfattast i fylgjande prismatrise (toppskriftene (s=1,h)
indikerer om gkonomien er i hag- eller lagkonjunktur):

(P. Py} (1 2
Pl_Ph P"] (10 5
A 'B

Antall einingar av dei to aktivane vi har kjgpt kan samanfattast i vektoren
X 2
X = A =
(XBJ (1J
a) Kva er verdien av portefgljen var pa tidspunkt t =0 ?

b) Kva er verdien av portefgljen var pa tidspunkt t =17

c) Korleis kan vi sette opp ein portefalje som har verdi lik 2 pa tidspunkt t =1 uansett korleis
tilstand gkonomien kjem i?
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S@K 3004 Videregaende Matematisk Analyse

d) Kva er verdien av portefaljen i spgrsmal c) pa tidspunkt t = 0 ? Kva kan du sei om den
risikofrie renta i gkonomien?

Oppgave 3 (25%)

Gitt funksjonen
F (X, X)) =X +X,.

Betrakt optimeringsproblemet
max f (X, x,)

under bibetingelsane
X, +Xx5<2
X, <0.
a) lllustrer bibetingelsane grafisk i samme figur.
b) Finn maksimumsverdien til f(x;,x,) med dei tilhgrande optimale verdiane for x, og X,.
c) Anta na at det berre er éin bibetingelse,
x'+Xx.=b, beR,,.

Finn optimal x, og x, og tilhgrande verdi for Lagrangemultiplikatoren.

d) Bruk resultata fra spgrsmal c) til a finne eit uttrykk for den optimale verdifunksjonen for
det tilhgrande optimeringsproblemet.

e) Bruk den optimale verdifunksjonen til a finne att Lagrangemultiplikatoren fra sparsmal c).

Oppgave 4 (20%)

| denne oppgava blir funksjonen y = g(x) beskrive med geometriske eigenskapar til grafen til

funksjonen. For kvart av sparsmala skal du skrive ned ei differensiallikning g—y = f(x,y) som
X

har funksjonen g som lgysning (eller som ei av lgysningane).

a) Helinga til grafen til g i punktet (x,y) er lik summenav x og y.
b) Linja som tangerer grafen til g i punktet (x,y) skjerer x-aksen i punktet (g,O).

¢) Ei kvar rett linje som star normalt (ortogonalt) pa grafen til g gar gjennom punktet (0,1).
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S@K 3004 Videregaende Matematisk Analyse

Hint: Alle rette linjer som star normalt pa linja med stigningstall a, a = 0, har stigningstall
1

a

d) Linja som tangerer grafen til g i punktet (x,y) gar gjennom punktet (-y, x).

Oppgave 5 (20%)

Endringar i populasjonen P av rotter pa ei aude gy kan beskrivast med differensiallikninga

Z—I: =0,06P —0,0004P>.

a) Tekne eit retningsdiagram for c(jj—f (la P €[0,300] og t €[0,100]).

b) Kor stor vil populasjonen bli nar t — o ?

c) Korleis endrar populasjonen seg nar
1. P(t)=2507?
2. P(t)=1507?
3. P(t)=507?

d) Endringar i populasjonen av rotter pa nabogya kan beskrivast med den same
differensiallikninga. Du far oppgitt at P(0) = 0. Kva kan du no seie om populasjonen nar

t — o0 ? Gi ei kort forklaring pa svaret ditt.

S —
Merk! Det blir sendt automatisk varsel om sensur pd e-post. Du kan se hva som er registrert ved & ga inn pa Stud.web. Evt andre
telefoner om sensur ma rettes til instituttet. Eksamenskontoret vil ikke kunne svare pa slike telefoner.



SOK 3004 Advanced Mathematics

Make the assumptions you find necessary. %-points associated with each problem give an
indication of how the problem will count on the final grading.

Problem 1 (15%)

Solve the following integrals:

a)
1
Jix +)dx
b)
J-IXnT)Z(dx
c)

2 3

IGX Ir;(x +2) dx
X" +2

Problem 2 (20%)

Consider an economy with two points in time, today (t =0) and tomorrow (t =1). At time

t =1 the economy will be in one of the states (s) good (s=h) or bad (s=1). We have

access to two financial assets, asset A and asset B . The asset prices at time t =0 are given in

the following price vector:
P,=(P, Py)=(5/2 5/2)

The asset prices at time t =1 are given in the following price matrix (superscripts (s =1,h)
show the state of the economy, i.e., good or bad):

b - Pa Pe)_(1 2
PP (20 5
The number of units we have bought of the two assets is given by the vector
X 2
X = A =
(XBJ (1]
a) What is the value of the portfolio at time t =07?

b) What is the value of the portfolio at time t =17

c) How can we construct a portfolio that has value 2 at time t =1, no matter what state the
economy is in?
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SOK 3004 Advanced Mathematics

d) What is the time t = 0 value of the portfolio in question ¢)? What can you say about the
risk-free interest rate in the economy?
Problem 3 (25%)

We are given the function
F (X, X)) =X +X,.

Consider the optimization problem
max f (X, x,)

subject to
X, +Xx5<2
X, <0.

a) Give a graphic illustration of the constraints.
b) Find the maximum value of f(x;,x,) with the corresponding optimal values for x, og X,.

¢) Suppose now that there is only one constraint,
x'+Xx.=b, beR,,.
Find the optimal x, og X, and the corresponding value for the Lagrange multiplier.

d) Use the results from question c) to find an expression for the optimal value function for the
corresponding optimization problem.

e) Use the optimal value function to re-discover the Lagrange multiplier from question c).

Problem 4 (20%)

Here the function y = g(x) is described by geometric properties of its graph. For each of the

problems, write a differential equation j—y = f(x,y) having the function g as its solution (or
X
as one of its solutions).

a) The slope of the graph of g at the point (x, y) is the sum of x and y.

b) The line tangent to the graph of g at the point (x, y) intersects the x-axis at the point

X
(5,2).
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SOK 3004 Advanced Mathematics

c) Every straight line orthogonal to the graph of g passes through the point (0,1) . Hint: All

straight lines orthogonal to the line with slope a, a= 0, has slope —1.
a

d) The line tangent to the graph of g at (x,y) passes through the point (-y, x).

Problem 5 (20%)

Changes in the population P of rats on a desert island can be described by the differential
equation
dP

=~ =0,06P —0,0004P?,
dt

a) Draw a direction diagram for Z—T (let P €[0,300] and t €[0,100]).

b) What is the population when t — o« ?

c) How does the population change when
1. P(t)=2507?
2. P(t)=1507?
3. P(t)=507?

d) Changes in the population of rats on the neighboring island can be described with the same
differential equation. You are told that P(0) = 0. What can you say about the population

when t — o« ? Give a brief explanation of your answer.
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